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Vorwort. 



Hiemit übergebe ich dem mathematischen Publikum das bereits 
im Vorwort zu meiner „ebenen Polygonometrie" angeführte Hand- 

kbuch der ebenen und sphärischen Trigonometrie, das mit jener einen 
vollständigen Kursus dieser Zweige der mathematischen Wissen- 
£ Schäften abzuschließen bestimmt ist. Allerdings sind beide Schrif- 
ten auch dazu bestimmt , meinen Vorträgen an der hiesigen poly- 
^ technischen Schule zu Grunde gelegt zu werden; sie haben aber noch 
• den weitern Zweck , dem weitere Belehrung und Uebung suchenden 
n Anfänger und auch schon etwas Vorgeschrittenen Stoff dazu darzu- 
bieten. Ich habe aus diesem Grunde , zumal in dem vorliegenden 
Buche, den Gegenstand möglichst erschöpfend behandelt, eine 
Menge Anwendungen gemacht und fast überall ausgerechnete Zahlen- 
beispiele beigefügt, so wie andere solcher Beispiele zur Uebung vor- 
gelegt Ich glaube daher, dass ein angehender Mathematiker, der 
das vorliegende Handbuch gehörig durcharbeitet, nothwendig sowohl 
in der trigonometrischen Rechnungsweise, als auch im Ansetzen 
und Auflösen von Aufgaben grosse Fertigkeit erlangen wird. Ueber 
den Inhalt wird die ausführliche Inhaltsübersicht Auskunft ertheilen, 
wozu ich nur noch bemerke , dass die mit einem Sternchen bezeich- 
neten §.§. bei einem erstmaligen Durchgehen, ohne wesentliche 
Beeinträchtigung des Studiums , auch übergangen werden können, 
so wie unter den Aufgaben eine beliebige Auswahl getroffen wer- 
den kann. 

Es war früher und ist jetzt noch häufig Sitte , die trigonometri- 
schen Funktionen, nicht wie es hier geschehen als abstrakte Zahlen 
aufzufassen, sondern man stellte sie als Linien dar und nannte sie 
desshalb auch trigonometrische Linien. Ich habe diess in der An- 
merkung zu §. 5 angedeutet. Würde man dort den Halmesser r 
willkürlich lassen , so wäre — nach der alten Erklärung — BE der 
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IV Vorwort. 

sinus von BCA , für den Halbmesser r , gewesen. Eine derartige 
Erklärung aber verwickelt ganz unnötigerweise in Weitläufigkeiten, 
die in der einfachsten Weise von der Welt vermieden werden, wenn 
man die im Buche gebrauchte und angewandte Definition, die auch 
in den meisten neuern Schriften vorkömmt, annimmt. Freilich wird, 
selbst in den neuesten Werken, eine Vermischung beider Erklärungs- 
weisen angewandt , die nur zur Verwirrung führen kann ; ich habe 
die einmal gewählte Erklärung entschieden beibehalten, und der 
Leser wird wohl nie in Versuchung kommen , sich etwas Anderes 
unter sinA, u. s. w., denken zu müssen, als anfanglich gesagt wurde. 
— Dass ich mich aber ganz entschieden für diese Art der Definition 
der trigonometrischen Funktionen ausgesprochen, hat einen doppel- 
ten Grund. Zunächst nämlich wird durch die Betrachtung derselben 
als Linien dieHomogeneität der algebraischen Ausdrücke gestört. 
Wenn (Fig. 1) BC = ACsinA, so kann, da BC, AC Linien sind, 
sin A nur eine abstrakte Zahl seyn, da sonst nicht beide Seiten von 
gleicher Dimension wären. Freilich wird man in diesem Falle ent- 
gegnen , dass sin A eigentlich durch 1 dividirt sey , so dass man 
habe 1 . BC = AC . sin A. Aber wozu dieser Umweg? — Zweitens 
verlangt die ganze Analysis ganz entschieden, dass die trigono- 
metrischen Funktionen abstrakte Zahlen seyen. Wenn man aber 
nun von vorn herein angefangen hat, sie als Linien zu betrachten, 
so kömmt dadurch Verwirrung in die Begriffe, während nach unserer ' 
Erklärung es ganz klar ist, dass jede zwischen — 1 und -f- 1 lie- 
gende Zahl durch sin A dargestellt werden kann u. s. w. (§. 13). 
Ohnehin würde es in den Anwendungen, z.B. auf Mechanik, ganz 
sonderbar klingen, wenn man trigonometrische „Linien" einfuhrt. 
Wenn es dort etwa heisst, der Reibungskoeffizient ist gleich der 
Tangente des Reibungswinkels, so hätte die alte Betrachtungsweise 
ganz umständliche Erklärungen und Verdeutlichungen nöthig, um 
in ihrem Sinne diess klar zu machen , während nach unserer Weise 
die Sache höchst einfach ist. — Wenn man meint, die trigonometri- 
schen Funktionen mit der Kreislehre in Verbindung bringen zu 
müssen, so ist diess sicherlich eine Täuschung, und wenn auch die 
Analysis diess scheinbar thut, so rührt es nur daher, dass sie die 
Winkel durch die Längen von Kreisbögen misst, die man mit einem 
Halbmesser = 1 zwischen ihren Seiten beschreibt. 
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Die Untersuchung über die Vorzeichen der trigonometrischen 
Funktionen für die verschiedenen Winkel , wie sie in §. 9 gegeben 
wurde, ist natürlich von grösster Wichtigkeit für die ganze Theorie, 
da erst diese Untersuchung das Wesen der hier zu behandelnden 
Funktionen näher erforscht. So wie sie im Bache geführt ist , er- 
schien sie mir als die sich am unmittelbarsten darbietende , und sie 
ist wohl auch überzeugend genug , besonders wenn man beachtet, 
dass in allem Folgenden die hier gefundenen Resultate als noth- 
wendig erscheinen. Man hat allerdings auch andere Wege einge- 
schlagen , um dasselbe Ziel zu erreichen , von denen ich nur zwei 
berühren will. Der eine stützt sich auf die Grundanschauungen der 
analytischen Geometrie, und ich habe ihn in der Anmerkung zu §. 5 
meiner „ebenen Polygonometrie" angedeutet. Er ist unzweifelhaft 
sehr anschaulich und wird die hier eintretenden Verhältnisse sehr 
klar machen , nur schien er mir nicht hieher zu gehören , ohne dass 
ich desshalb meine, er dürfe nicht betreten werden. Der zweite ist 
der, dass man die Formeln der ebenen Trigonometrie (§.22) ent- 
wickelt, und zeigt, dass wenn sie alle Fälle umfassen sollen, der 
cosinus eines zwischen 90° und 180° liegenden Winkels nothwendig 
negativ seyn müsse. Dieser zweite Weg ist aber schon desshalb 
nicht anzurathen, weil er nicht über 180° hinausführt. 

Ein wissenschaftlich-analytischer Weg wäre, wenn man die 
Gleichung •: ^ 

sin(a-4-b) = sinacosb-f-cosasinb, (1) 
die für a + b < 90° in §. 8 bewiesen ist, geradezu als allgemein 
gültig voraussetzen würde, und annähme, dass 

sin 0* == 0, sin (90° — a) = cos a (2) 
ist, von welchen Gleichungen die letztere zur Erklärung der Grösse 
cos a dienen kann, und die man ebenfalls als für alle a gültig voraus- 
setzen wird. 

Zunächst folgt nun aus (2) für a = 90°: 

.cos90 0 = sin0° = 0; (3) 
ferner aus (1) für a = 0° nach (2): 

sin b = sin 0° cos b + cos 0° sin b = cos 0° sin b, 

■ 

woraus, da nicht sinb = 0, folgt: 

cos 0° = 1, sin 90° = cos 0* = 1. (4) 
Für a = 90° folgt nun aus (1); 
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s j n (90° -f b) = sin 90* cos b + cos 90° sin b = cos b (5) 
und wenn man hier — b für b setzt: 

cos (— b) ■= sin (90 0 — b) = cos b. (6) 
Setzt man in (1) b = — a, so ist unter Beachtung von (6) und (2): 

0 = sin a cos a + cos a sin ( — a), sin (— a) = — sin a. (7) 
Setzt man ferner in (1) 90° — a für a, — b für b, und beachtet (2), 
(6), so hat man : 

sin (90 °— a — b) = sin (90 °— a) cos (— b) + cos (90 °— a) sin(— b), 

cos (a + b) = cosa cos b — sin a sin b. (8) 
Setzt man hier b == — a und beachtet (4), (6), (7), so ist 

1 = cos 2 a-|-sin , a. (9) 
Für a = 90° folgt aus (1) und (8), nyt Beachtung von (3), (4): 
sin(90° + b) = cosb, cos(90° + b) = — sinb, (10) 

woraus für b = 90°: 

sinl80° = 0, cosl80°= — 1. (11) ■ 
Setzt man in (1) und (8) wieder a= 180°: 

sin (180 0 + b) = — sin b, cos ( 1 80 0 + b) = — cos b, 

woraus 

sin 270° = — 1, cos 270° = 0. 
Dann aus (1) und (8): 

sin (270 0 + b) = — cos b, cos (270 0 + b) = sin b, 
sin360° = 0, cos360°=l. 
Setzt man in (1) und^8) — b für b, so folgt nach (6) und (7): 
sin(a— b) = sinacosb — cosa sinb, (12) 
cos (a — b) = cos a cos b + sin a sin b, 

woraus 

cos (90°— b) = sinb, 

sin (180° — b) = sinb, cos (180° — b) = — cos b, 
sin (270° — b) = — cos b, cos ( 270° — b) = — sin b, 
sin (360° — b) = — sin b, cos (360° — b) = cos b. 
Allgemein dann aus (1), (8): 

sin (360 0 + b) = sin b, cos (360 0 + b) = cos b. 
Dass damit die ganze Theorie der trigonometrischen Funktionen 
gegeben ist, versteht sich von selbst. Doch ist dieser Gang für 
den Anfanger nicht geeignet. 

Wenn in §.11 schliesslich gefunden wird, dass die Formeln des 
§.8 ganz allgemein gelten, vorausgesetzt, dass man für die 

- 

v Digitized by Google 



Vorwort. 



VII 



vorkommenden trigonometrischen Funktionen ihre Vor- 
zeichen gemäss §.9 wählt, so Hegt hierin eine thatsächliche 
Bestätigung der Richtigkeit dieser Vorzeichen. 

In §. 13 könnte man allerdings den Einwand erheben, dass der 
Satz des §. 9, auf den verwiesen wird, nur für positive Winkel gelte. 
Diess ist auch richtig ; aber eben so richtig ist , dass überhaupt ein 
Zuzählen von 360° zu irgend einem (positiven oder negativen) 
Winkel an den trigonometrischen Funktionen Nichts ändert, so dass 
also die angewandte Schlussweise als gerechtfertigt erscheint. — 
Wenn wir überhaupt nur vier trigonometrische Funktionen aufge- 
nommen haben, so rührt diess daher, dass dieselben genügen und 
die Tafeln deren auch nicht mehr enthalten. 

Der in §. 15 S.38 angeführte Satz aus der Theorie der Loga- 
rithmen findet seine strenge Begründung wohl erst in der Differen- 
tialrechnung. Man weist dort nach, dass immer 

log(l+x) = log.[»- a(1 ^ a>) J , 

wo e = 2*7182818, und a zwischen 0 und 1 ist. Ist nun x klein 

x a 

genug, dass man n , r*, was jedenfalls kleiner als ix 2 ist, 

2(l-f-ax) 

vernachlässigen kann, so ist (nahezu): 

log (l+x)=x löge, 

also wenn man x = — , und r 4- m = p, also 1 4- — = E setzt : 

r r r 

log(l + ™)= flöge, 

* 

logp — logr =- — -löge; 

r 

eben so 

log q — log r = 3 — - log e, 

r . > ....... • 



wenn man 



voraussetzt, dass man J (iL-f) ', J (LJ) ' vernach- 

lässigen könne. Daraus folgt: 

log p — log r : log q — log r = p — r : q — r. 

Da, wie gesagt, ^-jr~» se ^st klein seyn müssen, damit 
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dieser Satz gelte, so wird z.B. die für logsin(A+n") gegebene 
Formel nicht mehr gelten , wenn sin A selbst klein wäre. Daher 
rührt dann die Erörterung des §. 29. 

Die sonst wohl gebräuchliche Ableitung der unendlichen Reihen 
für sinA und cos A habe ich nicht gegeben, da sie ganz offenbar in 
die Analysis gehört. An deren Stelle ist §. 16 getreten. 

Die in §. 22 gegebenen Gleichungen sind als Hauptgleichungen 
bezeichnet, womit jedoch nicht gesagt seyn soll, dass man geradezn 
von ihnen ausgehen müsse. In der Note zu §. 45 wird ohnehin ge- 
zeigt, dass man auch von andern Grundgleichungen ausgehen könne. 
Dieselben müssen aber immer der Anzahl nach drei seyn. 

Es mag bei dieser Gelegenheit gestattet seyn , auf §. 8 meiner 
„ebenen Polygonometrie" zurückzukommen. Ich habe dort zuerst 
die Gleichungen (I) gefunden als Ausdruck dafür , dass der 
(n-(-l)? Punkt mit dem ersten zusammenfallt. Diese genügen 
vollständig. Denn sie sind ein allgemeines Schema für ein gan- 
zes System von Gleichungen, das in §. 30 näher betrachtet ist. 
Dort aber wird gezeigt, dass diese sämmtlichen Gleichungen aus 
den Gleichungen (I) und (II") des §. 8 folgen, so dass diese drei 
Gleichungen die einzigen nothwendigen Grundgleichun- 
gen der ebenen Polygonometrie sind. 

Die im vierten Abschnitt aufgelösten trigonometrischen Glei- 
chungen, namentlich wie sie §. 33 aufstellt, werden sehr zweck- 
mässig auch als Beispiele für die Auflösung transzendenter Glei- 
chungen überhaupt verwendet werden können, und ich habe sie 
vorzugsweise von diesem Standpunkte aus behandelt, und daher 
jeweils die doppelte Auflösungsweise gegeben, während Euler, dem 
die Beispiele entlehnt sind, nur eine gibt. 

Die Aufgaben des fünften Abschnitts bedürfen wohl einer wei- 
tern Erläuterung nicht ; sie haben vorzugsweise den Zweck , in der 
Anwendung der Grundformeln Uebung zu erreichen , während die 
des sechsten Abschnitts auch von praktischer "Wichtigkeit seyn 
sollen. Ich habe dort wohl die meisten Aufgaben gelöst, die in der 
Praxis von Wichtigkeit sind, und die Auflösung so gegeben , dass 
sie leicht angewendet werden können. In dieser Zusammenstellung 
glaube ich werden solche Aufgaben nicht häufig gelöst seyn. 

In §. 38 habe ich allerdings von „kürzesten Linien" auf der 
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Meeresfläche gesprochen, und angegeben, man könne sie als Kreise 
vom dortigen Halbmesser r betrachten. Diess geschah jedoch nur, 
um nicht gar zu viele Erklärungen einschieben zu müssen, da wohl 
von kürzesten Linien leicht ein Begriff zu geben ist. In Wahrheit 
ist der dortige Halbmesser r der Krümmungshalbmesser eines Nor- 
malschnitts des Erdellipsoids , der mit dem Erdmeridian den 
Winkel et macht. 

Die Formel für die Depression des Meereshorizonts, wie 
sie in §. 41 S. 152 angegeben worden, wird meist falsch abgeleitet 
und auch so gefunden; die im Buche angegebene Ableitung dürfte 
wohl keinem Einwand ausgesetzt seyn. Eine Anwendung derselben 
habe ich nicht gemacht , um nicht zu vielerlei Fremdes beibringen 
zu müssen ; man benützt sie bekanntlich bei Höhenbeobachtungen 
der Gestirne auf dem Meere mittelst des Spiegelsextanten. 

Der neunte Abschnitt — über den Einfluss fehlerhafter Daten 
auf die durch Rechnung hieraus erhaltenen Grössen — erscheint 
hier zum ersten Male in einem Lehrbuche. Ich glaubte bei seiner 
Wichtigkeit nicht davon Umgang nehmen zu dürfen, da erst vermöge 
der hier geführten Untersuchungen der Praktiker einen Maassstab 
erhält, nach dem er die Zuverlässigkeit seiner Resultate beurtheilen 
kann. Sind die Grundgedanken dabei auch nicht unbekannt ge- 
wesen, so habe ich doch fast die ganze Ausfuhrung zum ersten 
Male zu bearbeiten gehabt, und ich glaube, die in §. 48 behandelten 
Fälle dürften zugleich als Uebung in der trigonometrischen Rech- 
nung zu empfehlen seyn. Es wird Denjenigen, die mit den Elemen- 
ten der Differentialrechnung vertraut sind, nicht entgehen, dass die 
in der Note auf S. 192 angegebene Regel ganz unmittelbar die für 
die Differentiation eines Produkts ist, wie denn überhaupt die Bil- 
dung der Grundformeln nach den Regeln der Differentialrechnung 
geschehen kann. Ich habe diess begreiflich nicht gethan, und glaube, 
dass das , was gesagt ist , auch so , wie es gesagt ist , verständlich 
seyn wird. 

Was endlich den zehnten Abschnitt — über Interpolation — 
anbelangt , so mag er als ein Anhang angesehen werden , der eben 
so gut hätte wegbleiben dürfen. Doch möchte er manchem Leser 
erwünscht seyn, und ich habe ihn desshalb eingeschaltet. 

In der sphärischen Trigonometrie habe ich vorzugsweise die 

» 
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analytische Ableitung vorwalten lassen, da ich sie für die einzig 
wissenschaftliche erachte, indem nur sie ganz klar hervortreten lässt, 
wie aus den drei Grundformeln alles Uebrige folgt — und folgen 
muss. Doch habe ich zuweilen auch der geometrischen Ableitung 
gedacht, ohne mich aber in das Labyrinth von Figuren einzulassen, 
das gar zu viele Lehrbücher der sphärischen Trigonometrie enthal- 
ten. Dass ich das rechtwinklige Dreieck immer als mit unter den 
allgemeinen Sätzen begriffen angesehen habe, verlangt schon der 
Standpunkt, auf dem der Leser jetzt steht; zum Ueberfluss habe 
ich jedoch in §. 8 die dasselbe betreffenden Formeln zusammenge- 
stellt. Die sogenannten zweideutigen Fälle (§§. 13, 14) glaube 
ich erschöpfend behandelt zu haben, was — gelegentlich gesagt — 
in der Regel nicht geschehen ist. 

Dass ich bei dem so wichtigen Legen dre 'sehen Satze (§. 19) 
in den Entwicklungen weiter gegangen.bin, als diess gewöhnlich 
geschieht, geschah wegen des Resultats, das in der Formel (21) auf 
S. 265 ausgesprochen ist, das ohne diese Entwicklung natürlich 
nicht erhalten worden wäre. Demselben ist das auf S. 278 in For- 
mel (23) für die Berechnung eines sphärischen Trapezes gefundene 
an die Seite zu stellen. 

Als Aufgaben habe ich, ausser einigen rein geometrischen, vor- 
zugsweise solche aus der Astronomie und der Geodäsie gewählt. 
Wenn in §. 23 die Konstruktion einer Horizontalsonnenuhr mit 
grosser Ausführlichkeit behandelt wurde, so rührt diess daher, dass 
bei Gelegenheit dieser Aufgabe eine Menge für das Folgende wich- 
tiger Begriffe erläutert werden konnten, abgesehen davon, dass wohl 
die Aufgabe als solche nicht ohne Interesse ist. Dasselbe gilt wohl 
auch von den Aufgaben des §. 24. 

In §. 25 wurden die wichtigsten Methoden angegeben, nach 
denen auf astronomischem Wege die geographische Breite eines 
Ortes auf der Erdoberfläche bestimmt werden kann. Es bieten die 
hier behandelten Aufgaben zugleich reichlichen Stoff zur Uebung im 
Autlösen trigonometrischer Gleichungen, bei welchen Uebungen zu- 
gleich der Vortheil vorhanden ist, dass der Leser sieht, wo die zu 
lösenden Aufgaben ihre Anwendung finden. 

Als Anwendung auf die höhere Geodäsie habe ich die Berech- 
nung der Polar- und rechtwinkligen Koordination der Eckpunkte 
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eines Dreiecksnetzes gewählt, die erstere im Wesentlichen nach 
Bessel, die letztere nach Schleiermacher, jedoch mit Weg- 
lassung gewisser durch keine Theorie zu rechtfertigenden Künsteleien. 

Der siebente Abschnitt endlich ist der analoge zum neunten der 
ersten Abtheilung, und musste natürlich seinen Platz, hier erhalten, 
wenn sein Vorgänger bereits vorhanden war. Die Anwendungen 
dürften nicht ohne Interesse seyn. Ich erinnere in dieser Beziehung 
nur an die Worte von Gauss (monatl. Korresp. 18. Theil S. 286): 
„Bei allen Methoden, die. man dem praktischen Astronomen zu sei- 
nem Gebrauche vorschlägt, ist es eine unerlässliche Pflicht, dass 
man den Einfluss der unvermeidlichen Beobachtungsfehler auf die 
- Resultate würdige , damit man sich überzeugen kann , ob sie über- 
haupt, und unter welchen Umständen sie mit Sicherheit anwendbar 
sind. Der Vernachlässigung dieser Pflicht hat man die vielen un- 
reifen Einfalle zuzuschreiben , über deren Unwerth die praktischen 
Astronomen klagen." 

In Bezug auf die Literatur des hier behandelten Zweiges der 
Mathematik bin ich mit Zitaten sehr sparsam gewesen , da ich die- 
selben als nicht wesentlich zum Buche gehörig angesehen habe. 
Ohnehin mag es eine schwierige Sache seyn, für jeden Satz den 
Mann zu finden , der ihn zuerst aufgestellt hat , und ich habe mich 
damit nicht befassen können , ohne dass ich in Abrede stellen will, 
dass das Mithereinziehen des Historischen von grossem Interesse 
ist. Aber um in dieser Beziehung nicht Falsches zu sagen , habe 
ich vorgezogen, meist ganz zu schweigen. 

Die am Schlüsse des Buches angegebenen Druckfehler, die mir 
bei nochmaligem Durchgehen des Buches aufgefallen sind, bitte ich, 
mit der Schwierigkeit des mathematischen Druckes entschuldigen 
und vor dem Lesen verbessern zu wollen. 
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Grundsätze der Goniometrie. 

» * 

. §. 1. 

Die Geometrie lehrt, dass ein ebenes Dreieck völlig bestimmt 
ist, d. h. unzweideutig gezeichnet werden kann, wenn von demselben 
gegeben sind: eine Seite und zwei Winkel, zwei Seiten und der von 
'diesen gebildete Winkel, oder endlich die drei Seiten; sie lehrt 
ferner, dass wenn zwei Seiten und ein der einen dieser Seiten ent- 
gegenstehender Winkel gegeben sind, das Dreieck wohl in manchen 
Fällen unzweifelhaft gezeichnet werden könne, dass man aber auch 
zuweilen mit denselben gegebenen Stücken zwei von einander ver- 
schiedene Dreiecke erhalten könne. In all den betrachteten Fällen 
nun muss es, eben weil das Dreieck verzeichnet werden kann, eine 
Methode geben, vermöge welcher man im Stande ist, aus den ihrem 
Maasse nach gegebenen nothwendigen Stücken des Dreiecks die 
übrigen, gleichfalls ihrem Maasse nach, zu berechnen, ohne dabei 
irgend welche Figur zu zeichnen, oder nur vor sich zu haben. Die 
dazu dienlichen Lehren tragen den Namen der ebenen Trigono- 
metrie. Man übersieht leicht, dass es dabei überhaupt auf das 
Verhalten der Winkel eines Dreiecks gegen die Seiten desselben 
ankommen wird, so dass dieses Verhalten den ersten Gegenstand 
der Untersuchung abzugeben hat. Nun lehrt schon die Geometrie, 
dass Dreiecke, deren Seiten einander proportional sind, dieselben 
Winkel haben; es liegt somit in der Natur der Sache, dass das Ver- 
halten der Winkel gegen die Seiten nicht bedingt seyn kann durch 
die absolute Länge der Seiten, sondern blos abhängen kann 
von dem Verhältnisse der Seiten gegen einander, als wel- 
ches sich in ähnlichen Dreiecken nicht ändert. 

Betrachten wir nun einen bestimmten Winkel, so ist er, seinem 
Maasse nach , durch Grade , Minuten , Sekunden u. s. f. gegeben, 
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während die Seiten, ihrem Maasse nach, durch Ruthen, Fuss u.s. w. 
gegeben werden. Beide Maasse haben aber keinerlei Beziehung zu 
einander, und es kann nicht das eine in das andere verwandelt wer- 
den. Es ist daher auch klar, dass man keinen Ausdruck der Winkel 
durch die Seiten in dem Sinne suchen kann, dass man das Maäss 
der einen aus dem andern findet; vielmehr wird man zunächst Be- 
ziehungen feststellen müssen, die unabhängig sind von diesen Maassen. 

Irgend ein bestimmter Winkel, den wir kleiner als einen rechten 
annehmen, kann in einem beliebigen Dreiecke liegen ; das für unsere 
Betrachtung bequemste ist aber das rechtwinklige: wir werden das- 
selbe desshalb auch als Ausgangspunkt unserer Untersuchungen 
wählen. Da im schiefwinkligen Dreiecke schon Winkel vorkommen 
können, die grösser als ein rechter sind, so werden wir unsere Un- 
tersuchungen auch über solche Winkel ausdehnen müssen, und es 
Hegt in der Katur der Sache, dass wir sofort beliebig grosse Winkel 
zu betrachten haben. Dadurch wird die ganze Untersuchung losge- 
schält von der speziellem Trigonometrie, und trägt, als besonderer 
Zweig der Wissenschaft, den Kamen Goniometrie, mit der wir 
uns nun zunächst beschäftigen wollen, indem wir sofort zum eigent- 
lichen Gegenstande unserer Behandlung übergehen, welch letztere 
die Sache wohl besser aufklären wird, als eine allgemeine Betrachtung. 

§• 2. 

Sey A ein Winkel in dem rechtwink- Fig * L 

ligen Dreiecke ABC, dessen Hypothenuse 
AC und dessen Katheten AB und BC 
sind, so heisst man: 

den Quotienten der dem Winkel A 
entgegenstehenden Kathete BC durch 
die Hypothenuse AC den Sinus des Winkels A und setzt desshalb: 

.Ü.A = g; (1) 

den Quotienten der dem Winkel A anliegenden Kathete AB durch 
die Hypothenuse AC den Cosinus des Wiukels A und schreibt 

cosA = X5' W 

Die Grössen sin A und cos A sind somit ihren Werthen nach 
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immer kleiner als 1, da die Kathete immer kleiner als die Hypo- 

thenuse ist. 

Ferner pflegt man die Quotienten 

sinA _ cosA 

7 und — — r 

cosA sinA 

gewöhnlich durch tg A und cotg A zu bezeichnen, und heisst sie 
Tangente von A und Cotangente von A. Man hat also zur Erklärung 
dieser Grössen : , sinA . cosA 

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt aber unmittelbar: 

BC , AB , . . 
tgA = Ä5) cotgA = 5ü , (4) 

d. h. es ist tg A auch gleich der entgegenstehenden Kathete BC, 
dividirt durch die anliegende AB; cotg A gleich der anliegenden 
Kathete AB, dividirt durch die entgegenstehende BC. * 

Man wird gut tliun, sich diese Fundamentalerklärungen genau 
einzuprägen, da natürlich das Verständnis* alles Uebrigen darauf 
ruht. ** 

Es ist nun vor Allem ersichtlich, dass der Werth von sin A (und 
cosA) als blosse Zahl erscheint, indem er nur das Verhältniss 
von je zwei Seiten des rechtwinkligen Dreiecks ausdrückt, welche 
Zahl auch immer < 1 ist. Von der Länge eines Sinus u. s. f. zu 
reden, hat also keinen Sinn. Dass dasselbe tür tgA und cotgA 
gilt, ist durch unsere Erklärung deutlich. Eben dess halb hängt 
aber der Werth von sinA u. s. f. nicht von der Länge der 
Seiten des rechtwinkligen Dreiecks ab. Verlängert man 
etwa die Seiten AC und AB, welche den Winkel A bilden und ist 
DE senkrecht auf AE gezogen, also parallel mit BC, so ist be- 
kanntlich: BC DE AB _ AE 

AC~AD'AC~AD' 



* Es versteht sich wohl von selbst, dass wenn von der Division zweier Seiten 
eines Dreiecks die Rede ist, dabei die Division der die Längen dieser Seiten aus- 
drückenden Zahlen verstanden wird, welches auch immer die Einheit sey, in der 
diese Längen ausgedrückt werden. 

** Man pflegt zuweilen die Brüche — als secante und cosecante von 

cos A sin A 

A, so wie 1 — cosA, 1 — sin A als sinus versus und co.sinus versus von A aufzu- 
führen, was wir jedoch unterlassen haben. 
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man kauu also mit demselben Hechte sagen, es sey 

. . DE . AE 
smA = -, cosA--, 

wie man in (1) und (2) diese Grössen erklärt hat, d. h. man kann 
statt des Dreiecks ABC das Dreieck AED zur Erklärung von sin A 
und cosA wählen, ohne dadurch eine Verschiedenheit in diese Er- 
klärung zu bringen. . 

Daraus folgt auch ganz unmittelbar, dass irgend zwei recht- 
winklige Dreiecke, die denselben Winkel A enthalten, zur Erklä- 
rung Von sinA und cosA in der angegebenen Weise benützt werden 
können, indem sie ähnlich sind, also für die betreffenden Quotienten 
dieselben Werthe geben. 

Die vier Grössen sinA, cosA, tgA, cotg A werden wir zuweilen 
trigonometrischeFunktionen* oder auch trigonometrische 
Brüche nennen, wenn gleich „goniometriscV* das richtigere Wort 
wäre. 



§. 3. 

Aus den Erklärungen des §. 2, nämlich aus 

den Gleichungen (1) und (2) erhält man, wenu 

man die Quadrate von sin A und cos A mit 

sin 2 A, cos'A bezeichnet: 

. 2 . BC 2 AB 2 
SIn A== _ cos A= __ 



Fig. a. 



woraus folgt: 



sin 2 A + cos 2 A = 



BC' + AB* 
AC 2 * 




Da aber nach dem pythagoreischen Satze : 

BC 2 + AB 2 = AC 2 , 
so ist dieser Quotient = 1 , also hat man für einen Winkel A immer : 

sin 2 A + cos 2 A=l. (5) 
Wir setzen dahei natürlich A < 90° voraus. Hieraus ergibt sich 
wieder, dass weder sinA, noch cos A je grösser als 1 seyn kann. 

* Unter Funktion versteht man in der Mathematik überhaupt eine Grösse, 
deren Werth vom Werthe einer andern abhängt und sich also mit letzterm Ändern 
wird- Da nun die Grössen sinA, cosA, tgA, cotgA so beschaffen sind, dass ihre 
Werthe vom Werthe des Winkels A abhängen, so sind sie Funktionen dieses 
Winkels. 
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Multiplizirt man die Gleichungen (3) mit einander, so erhält man: 

sin A. cos A 

tgA. cotg A = - — — , 

cosA.smA 

d. h. tg A . cotg A = 1, (6) 

als Beziehung zwischen tg und cotg eines Winkels. Die beiden 
Gleichungen (5) und (6) nebst (3) geben die Beziehungen der vier 
Grössen sinA, cosA, tgA, cotg A gegen einander an. Da übrigens 
(6) ganz unmittelbar aus (3) folgt, so bestehen im Grunde nur die 
drei Gleichungen (3) und (5), so dass also, wenn eine der vier tri- 
gonometrischen Funktionen bekannt ist, die drei andern daraus 
gefunden werden können, welche Aufgabe wir nun zunächst lösen 
wollen. 

§.4. 

-I) Sey sinA bekannt. 

Aus (5) folgt: 

cos*A =1 — sin*A, cosA = Vi — sin* A. 
Aus (3) ergibt jsich: 

sin'A sin*A sinA 



cos 1 A " " 1 — sin^A' * " " Vi— sin'A' 



. , A cos'A 1 — sin'A . Vi— sin'A 

COtg A = OT = -linM~' COt g A= sinA • 
2) Sey cosA bekannt. 



Aus (5): sin*A = 1 — cos a A, sinA = Vi — cos*A. 
Aus (3) : 

jA sin'A 1 — cos*A 4 Vi — C08 , A 

tg*A = — j-r = tgA= , 

cos'A cos z A cosA 

. , . cos'A cos'A cosA 

COtg A = -T-y-r = —5-, COtgA = 



sin'A 1 — cos'A' "Vi— cos* A* 

3) Sey tgA bekannt: 

1 

Aus (6) folgt: cotgA = — 

tgA 

Aus (3) ergibt sich: 

2 . sin*A sin*A 



tg 3 A = 



cos*A~ " 1 — sin 2 A' 
also (1— sin 2 A)tg l A = sin 2 A, tg'A- sin 1 A. tg'A = sin'A, 

tg 2 A = sin , A + sin 2 Atg*A = sin*A(l+tg , A), 

i u n A tA =sm } A, sinA = ._^ A 

Vl + tg»A 
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: sin 2 A 1 — cos 2 A 

cos 2 A cos 2 A 
.tg 2 A=l— cos 2 A, cos 2 A.tg 2 A-fcos 2 A = 1, 

, ....... ' l 



Ebenso : 
cos*A 

cos 2 A(tg 2 A + l) = l, cos 2 A = t g^^_|_ y 

cosA = 



4) Sey cotgA bekannt. 
Aus (6): tgA = 

Dann aus (3): 



Vl+tg'A* 
1 



cotg A' 

. 2 . cos 2 A l — sin 2 A . . . , 2i 

cotg 2 A = . 2 . = — r-ri — , sin 2 A.cotg 2 A = l — sin z A, 
sin'A sin'A 

1 



sin 2 A sin 2 A 
sin 2 A(l + cotg 2 A)=l, 

woraus sinA = 



2 . cos 2 A 
cotg 2 A = 



cos'A 



cos 



sin 2 A 

cotg 2 A = cos 2 A(l -f-cotg 2 A), 

cotgA 
cos A = ■ , — „ - • 
Vl+cotg 2 A 

Man bemerke etwa noch, dass immer: 



VI + cotg 2 A* 

^— , cotg'A — cos 2 A.cotg 2 A = cos'A, 
A 



■ — ~ • -w . . „ — 7 

cos A . tg A = sin A, sin A cotg A = cos A. 
Der Uebersichtlichkeit wegen wollen wir die erhaltenen Resultate 
in eine Tabelle ordnen. 



sin A = 


cos A = 


t g A = 


- 

cotgA = 






sinA 


Vi — sin 2 A 


Vi — cos 2 A, 
tgA 


VI — sin 2 A, 
1 


Vi— sin 2 A' 
Vi— cos 2 A 


sinA 
cos A 


Vl+tg'A' 
1 . 


cotgA 


cos A 
1 


Vi — cos 2 a' 
1 


Vi -f-cotg 2 A 


Vi + cotg 2 A 

• 


cotgA' 

*• 


tgA' 



§• 5. 

Immer unter der Voraussetzung, der zu betrachtende Winkel 
sey kleiner als ein rechter, wollen wir uns nun die Frage stellen, in 
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welcher Weise der Sinus eines Winkels sich ändert, wenn der Winkel 
sich ändert. . 

Seyen BCA, DCA zwei verschiedene Winkel, 
und zwar 

DCA > BCA. 
Man ziehe BE, DF senkrecht auf AC, indem 
man zuerst um C mit AC einen Kreis beschrieben ; 
verlängere BE, DF, bis sie den Kreis in b und d 
wieder treffen, ziehe Cb und Cd, so ist bekanntlich : 
BE = Eb, DF = Fd, DCA = ACd, BCA = ACb. 

Nun ist (§.2): 

• ^. . 1 5 K . . DF - 
sin BCA = — , sin DCA = — ; 

ferner Dd = 2DF, Bb = 2BE ; DF = J Dd, BE = } Bb, 

Iii.") J~) ( 1 

also sin BCA = { . gg, sin DCA = } . — . 

Da aber DCd = 2DCA, BCb = 2BCA, so ist auch DCd > BCb, 
also nach einem bekannten Satze: 

Dd > Bb. 

Da endlich BC = CD, so folgt hieraus, dass 

Dd Bb ,Dd Bb 
CD BC' T CD BC' 
d.h. sinDCA>sinBCA. 

Man schliesst hieraus, dass zu einem grössern Winkel auch ein 
grösserer Sinus gehöre, oder dass der Sinus eines Winkels wachse, 
wenn der Winkel wächst, mithin auch abnehme, wenn der Winkel 
abnimmt. 

„ Sind also die zwei Winkel A und B, beide unter 90°, so be- 
schaffen, dass B > A, 
so ist auch sinB > sin A. 

Da nun: cosB = Vi sin 2 B, cosA = Vi — sin 2 A, 
und sin 2 B > sin 2 A, also 1 — sin 2 B < 1 — sin 2 A, * 

so ist mithin: cosB < cosA, 

d. h. der Cosinus eines Winkels nimmt ab, wenn der Winkel wächst, 
und nimmt mithin zu, wenn der Winkel abnimmt'. 

* Da sin B^>siu l A, so wird, wenn man von 1 zuerst &in*B, und dann auch 
sin 2 A abzieht, das erstemal mehr abgezogen als das zweite, so dass weniger übrig 
bleiben muss, mithin 1 — sin* B < 1 — sin* A ist. 
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Endlich ist _ sinB . sinA 

tgB = ^B' '8 A = ^' 
und da fiin B > sin A, cos B < cos A, 

so ist tgB > tgA, * 

d. h. die Tangente eines Winkels wächst, wenn der Winkel wächst. 
Ganz eben so ist cotgB < cotg A, 

so dass die Cotangente abnimmt, wenn der Winkel wächst. Alle 
diese Sätze lassen sich leicht geometrisch nachweisen, wie der erste, 
was jedoch der eigenen Uebung überlassen bleiben mag. 

Anmerküng. Wäre der Halbmesser des Kreises, AC = 1, so wäre offenbar 
sin BCA = BE, sin DCA = DF, cosBCA = CE, cos DCA = CF, wobei wir aber uns 
nicht etwa den sin oder cos als Längen vorstellen dürfen (§. 2), vielmehr ist hie- 
durch nur gesagt, dass z. B. die Zahl, welche die Länge von BE misst, wenn AC ' 
= 1, zugleich dem sin BCA gleich sey. 

§.6. 

Die beiden Winkel A und C betragen zu- *** *■ 

sammen 90°; man hat also 

C = 90°-A. 
Nun ist (§. 2): 

. A BC . AB 
SmA = ÄC' C ° sA== AC ; 
. p AB p BC 

sinC= Xc' cosC= Xc* A 

Daraus folgt unmittelbar, dass 

sin C == cos A, cos C = sin A, 
d.h. sin(90° — A) = cosA, cos(90° — A) = sinA. (7) 




* Vergleicht man die Brüche S "*l| und S *° v , so ist der Zähler des ersten 

oos B cos A 

grösser als der des zweiten, während der Nenner des ersten kleiner als der des 

zweiten ist. Wären die Nenner gleich, so müsste der erste Bruch schon grösser als 

der zweite sern, da mit wachsendem Zähler ein Bruch wächst; d.h. man hat 

sin B ^ sin A 

- 

cosA cosA 

Schreibt man aber hier noch im ersten Bruche cos B für cos A, so hat man den 
Nenner desselben noch vermindert, wodurch der Bruch abermals in seinem Werthe 
erhöht wurde, so dass in höherm Grado 

«nJJ shiA 
cosB'cosA 

ist. 
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Die Division beider Gleichungen gibt sodann: 

tg(90°-A) = cotgA, cotg(90°-A)±=tgA. (7') 
Man hat also auch: 

sin J A + sin a (90° — A)= I, cos 2 A + cos'(90° — A) = 1, 
tg A . tg (90 0 — A) = 1 , cotg A . cotg (90 0 — A) = 1 , 
wie sich aus (5) und (6) findet. 

Es ergibt sich hieraus, dass wenn man die trigonometrischen 
Funktionen der Winkel unter 45° kennt, man sofort die der Winkel 
über 45° erhalten wird. 

Sind z.B. sin 36°, cos 36°, tg36°, cotg 36° bekannt, so ist, da 
36°+ 54° ^90°: 

sin 54° = cos 36°, cos 54° = sin 36°, tg54° = cotg 36°, 

cotg54°=tg36°. 

Allgemeiner ist: 

sin (45° + A) = cos (45° — A), cos (45° + A) = sin (45° — A), 
tg(45°+A) = cotg(45°-A), cotg (45°-|-A) = tg (45 0 — A), (8) 
wenn A unter 45° ist, da ja 45° + A und 45° — A zusammen 90° 
betragen. 

Für einige spezielle Winkel ist es leicht, die zugehörigen trigo- 
nometrischen Funktionen zu erhalten, wie wir diess nun zeigen 
wollen. 

§.7. 

Bereits in §. 5 haben wir gezeigt , dass der sin A abnehme, 
wenn A abnimmt. Denken wir uns nun, der Winkel A werde immer 
kleiner (in der dortigen Figur 3 nehme BCA immer mehr ab) und 
nähere sich der Grösse 0 unbegränzt (BC nähere sich der AC), so 
wird offenbar der sin A sich ebenfalls der 0 nähern (BE wird immer 
kleiner) und zuletzt verschwinden, so dass man haben wird: 

sin0° = 0. 
Vermöge §. 4 folgt hieraus: 
cos0° = Vi -0 2 = Vi =1, tg0° = ? = 0, cotgO° = J = oo.* 

* Das Zeichen oo bedeutet keine Zahl mehr, sondern zeigt nur an , dass 
cotgO 0 grösser sey als jede angebbare, auch noch so grosse Zahl. WÄhlt man näm- 
lich den Bruch — und lasst a immer kleiner werden, so wird sein Werth immer 
a 

grösser, und wollte man a = 0 setzen, so würde man eben dadurch anzeigen, dass 
man über alle Grössenschranken hinausgegangen sey. 

k ■ ■ 
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Da 0°+90° = 90°, so folgt hieraus nach (7) in §.6 sogleich: 
ßin90° = cos0°=l, cos90° = sin 0°= 0, tg9ö° = cotgO 0 = qo, 

COtg90° = tgO°=rO, 

was man leicht auch aus der Figur entnehmen kann. 

Stelle ferner ABC ein gleichseitiges Drei- 
eck vor, in dem also jeder Winkel gleich 60°; 
sey ferner CD senkrecht auf AB, so ist BCD 
= 30?, und also 

BD 



sin BCD = sin 30° = 



BC 



Nun ist Bl) = i AB ={BC, also 
BD_«BC 
BC" BC 

Hieraus folgt nach §. 4: 




— — — i . in so 0 — * 



1 



Fiff. 6. 



co830« = Vl-t=V} = lV3,tg3Ö« = ^ = ^ = V{, 

cotg30°=V3. 
Sodann nach §. 6: 

sin60 ff =i\/3, cos60 0 =i, tg60° = V3, cotg60 ü = Vi- 
Ist endlich ABC ein gleichschenklich recht- 
winkliges Dreieck, also AB = BC, so ist A = 
45°, mithin 

und dann nach §.4: 

sin45°=— L==A_ V i cos45 ü =- ; _L^ 

Vl + 1 V2 VT ' Vl + 1 A 

1 A 
= y2 = Vi* cotg45° = i=I. 

Man könnte diese Formeln auch in anderer Weise erhalten. 
Aus (8) nämlich folgt, dass (wenn dort A = 0) 

sin 45° = cos 45°, tg45° = cotg45°. 
Also aus (5) und (6), wenn A = 45°: 
sin 1 45 0 + sin ' 45 0 = 1 , 2 sin 2 45 0 = 1 , sin 2 45 0 = sin 45 0 = Vi, 
tg45°.tg45 0 =l, tg 2 45°=l, tg45°=l. 

§. 8. ' ' 
Seyen a, b zwei Winkel, jeder kleiner als 90° und deren Summe 
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selbst kleiner als 90° sey. Sey ferner DC 
senkrecht auf AC, CB senkrecht auf AB, DE 
senkrecht auf AE und CF parallel AB. 

Man wird nun leicht nachweisen können, 
dass auch CDF = a. Der Winkel BAD ist = 
a + b, und man hat zugleich CF = BE, EF 
= CB. Hieraus und dem, was wir im Vor- 
stehenden gesehen, ergibt sich unmittelbar die 
Richtigkeit folgender Gleichungen: 




sin 



( . DE_ DF + FE _ DF + CB _DF CB DF.DC 
U+b)- AD - AD ~ AD ~AD AD~AD.DC 
. CB.AC _DF DC CB AC 
AD. AC ~~ DC ' AD AC ' AD* 

Aber es ist 

DF DC . , CB . AC 

- = cos a, - = sin b, ^ = sin a, — = cos b, 

also sin (a -\- b) = cos a ..sin b + sin a . cos b, 

oder sin (a + b) = sin a. cos b~f- cosa. sin b. (9) 

Eben so ist 

AE AB— BE AB-CF ^AB CF _ AB AC 

AD AD ~~ AC * AD 



cos(a+b) = 



AJ) 



AD 



AD 



CF CD . . - 

* — — .—== cosa. cos b — sin a. sin b, 

d.h. cos (a + b) = cosa. cos b — sina.sinb. (10) 

Aus diesen Formeln zieht man (§. 2): 

, . , v sin(a + b) sin a cos b 4- cos a sin b 

tg(a+b) = ; ' = —r- 1 — : -r-r. 

cos(a-f-b) cosa cos b — sin a sin b 

Dividirt man hier Zähler und Nenner durch cos a . cos b, so er- 
gibt sich : 

sin a sin b 

tg(a + b) 



cos a ' cos b 



1 — 



sina sinV 
cos a ' cos b 



, , , sina sinb . 

d. h. da = tga, - = tgb: 

cos a cos b 
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Dessgleichen 

, cos(a-f-b) cos a cos b — sin a sin b 

cotg(a + b) = . , — - r-j r-r, 

sin(a-f-b) sinacosb-j-cosasmb 

und wenn man Zähler und Nenner durch sin a sin b dividirt 

/ ,1^ cotga.cotgb — 1 

cotg(a + b) = ° * . (12) 

7 cotgb-f-cotga 

Die vier Formeln (9) — (12) geben die trigonometrischen Funk- 
tionen eines zusammengesetzten Winkels durch die der einfachen. 
So erhält man (§.7): 

sin 75°= sin(30°-f 45°) = sin 30° cos 45° + cos 30° 4.5° = 

lVi + iV3.Vi = iVia + V3) = co8l5 Ä , 
cos 75° = cos (30 f +4ö°) = \ V3 . V\ — k • V\ = i V\ ( V* - 1 ) 
= sin 15°, 

tg 75° = J^±J A - = j (i + V 3) 2 (wenn man Zahler 

und Nenner mit 1 + V 3 multiplizirt), =i(l+2V3 + 3) 
= 2 + V3, 

cotg75 0 ===-^|^j-==|(V3 — 1)' (wenn man Zähler undNen- 

ner mit V'S — 1 multiplizirt) = 1(3 — 2V3+1) = 2- V3. 
Im Seitherigen haben wir bloss Winkel betrachtet, die unter 
90° liegen; eine solche Beschränkung entspricht aber nicht einmal 
den Bedürfnissen der Trigonometrie, geschweige denn überhaupt 
den Bedürfnissen einer weitern Anwendung dieser Lehren. Auch 
drängt uns die Theorie ganz unzweifelhaft zur Untersuchung, be- 
züglich Erklärung der trigonometrischen Funktionen von Winkeln, 
die ober 90° hinausreichen. 

Anmerkung. Die Seite des regelmässigen Zehnecks im Kreise wird be- 
kanntlich erhalten, wenn man den Halbmesser so in zwei Theile theilt, dass der 
grössere Abschnitt die mittlere geometrische Proportionale ist zwischen dem klei- 
nern Theile und dem ganzen Halbmesser. Ist also r der Halbmesser, x der grössere, 
mithin r — x der kleinere Theil, so hat man 

r(r — x) = x ! , r 1 — rx = x 1 , x t -|-rx = r l , 

woraus folgt: 

x = -ir±V*r T TK = -^±|V5, 

n welcher Gleichung jedoch nur das obere Zeichen zulässig ist, da x positiv seyn 
muss. Sollte also in Fig. 3 bB die Seite des regelmässigen Zehnecks, BC = r der 

Halbmesser seyn, so wäre EB = \bB = ~(l/5— 1), und der Winkel BCb = 36°, 

also BCA = 18°, und man hätte 
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cß = ä(V5-l) = cos72<> (§.6), 

voraus cos 18° = Vl-^( y/5^1)'= i Vl6-(5--2 V5 + 1) 

= fVlO-|-2V5 = sin72 0 . 

Hieraus folgt: 

sin 48° = co s 42° = sin (30° + 18°) = sin 30° cos 18° -4- cos 30° ein 18° 

= |VlO-f 2V5H-J<V15-V3), 
cos 48° = sin 42° = cos (3 0°+ 18°) = cOs 30° cos 18°— sin 30» sin 18° , 

= iV80 + 6V5-i(V5-l). 
In ähnlicher Weise erhält man : 

sin 36° = sin (18°+ 18°) = \ VlO — 2V5 = cos 54°, 

cos 36° = cos (18° -f 18°) = {(l V5) = sin 54°, 

sin 63° = sin (45°+ 18°) = \ V5 + V5+J V i (V 5 — I) = cos27°. 

cos 63° = cos (46° -f 18°) = J V 5+V5- \ V \ ( V 5 — 1) = sin 27°, 

sin 78° = sin (60° -f- 18°) = £ V 30 + 6 V5 + £ ( V 5 — 1) = cos 12°, 

cos 78° = cos (60° 4- 18°) = J V 10 +2 V 5 — J (VIS — V3) = sin 12°. 

Man kennt also jetzt den sin und cos (also auch tg und cotg) von 0°, 12", 

16°, 18°, 27°, 30°, 36°, 42°, 45°, 48°, 54 u , 60°, 63°, 72", 75°, 78°, 90°. 

Von weitem Winkeln finden sich die trigonometrischen Funktionen angegeben 

in der Anmerkung zu §. 12. 

§.9. 

Ist ein Winkel zwischen 0° und 90°, so wollen wir sagen, erliege 
im ersten Quadranten, ist er zwischen 90° und 180°, im zwei- 
ten; im dritten Quadranten soll er liegen, wenn er zwischen 
180° und 270° enthalten ist, und endlich im vierten, wenn er 
zwischen 270° bis 360° Hegt. Bezeichnet a immer einen spitzen 
Winkel, der also zwischen 0° und 90° liegt, so kann man einen Winkel 
bezeichnen, wenn er liegt : 

im zweiten Quadranten durch 90°-|-a, oder 180° — a, 
„ dritten „ n 180° + a, „ 270°— a, 

„ vierten „ „ 270° + a, „ 360° — a. 

Wir wollen nun das Verhalten der Winkel in den vier Quadran- 
ten etwas genauer untersuchen. 

Sey ACD = a ein Winkel < 90°, 
also im ersten Quadranten, CH senk- 
recht auf AB, HCE = a, so ist ACE 
= 90° + a, also ein Winkel im zwei- 
ten Quadranten. 

Wollen wir sin a und cos a haben, 



Fi*;. 8. 



so müssen wir von einem (beliebigen) 
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Punkte D der Seite CD auf die Seite CA die Senkrechte DF fällen; 
alsdann ist (§. 2) 

DF CT 
s,na = — ,cosa = — . 

Wollen wir nun eben so den sin(90° + a) oder cos(90° + a) 
haben, so müssen wir von der einen Seite (CE) dieses Winkels aus 
auf die andere (AC) eine Senkrechte (EG) fällen, wozu nothwendig 
ist, dass wir die Seite AC zuerst gegen B hin verlängern. Alsdann 

wird der Bruch || den sin (90°+ a), der Bruchig dencos(90°+a) 

ausdrücken können. Was nun zunächst den letztern anbelangt, so 
ist CG entgegengesetzt gerichtet in Bezug auf CF, was wir dadurch 
anzeigen wollen, dass wir sagen, der cos(90°-j-a) sey negativ, 

so dass also cos(9 0« + a) = -g. 

Der sin (90°-|-a) dagegen wird positiv seyn, da EG eben so 
gerichtet ist, wie DF. Man kann diese Beziehungen auch so erken- 
nen: Denken wir uns, der Winkel ACD wachse gegen 90°, so nimmt 
(§. 5 und §. 7) sein cosinus ab bis zu 0, was geometrisch dadurch 
ersichtlich ist, dass der Punkt F gegen C hin rückt. Lasst man 
aber dann den Winkel über 90° hinauswachsen, so wird der Fuss- 
punkt F immer noch in derselben Weise fortrücken, somit der cosinus 
immer noch abnehmen; da er nun bei 90° schon 0 war, so muss er 
über 90° hinaus negativ werden. 

Man mache nun CD = CE, so ist leicht ersichtlich, dass auch 
CF = EG, DF = CG (indem die Dreiecke FCD und CEG kongruent 
sind wegen DCF r= CEG = a, CD = CE, DFC = CGE = 90*). 
Also ist 

FG CF 
sin(90» + a) = + ^ = + 55 = + cosa, 

CG DF 
cos (90° + a) = — = — — = — sin a, 

woraus durch Division leicht die Formeln für tg(90°-|-a), cotg(90°+a) 
folgen. Man hat also: 

sin (90° + a) = + cos a, cos (90° + a) = — sin a, tg (90° + a) = 

sin(90°-f-a) cosa . . 

/ftno i — \ = : — = — cotga, cotg(90 0 -fa)= — tga. 

cos (90° + a) — sina ' 
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Ist b < 90°, so ist 90° — b auch < 90° und > 0°; setzt man 

also hier a = 90° — b, so sind diese Formeln noch richtig. 

Unter Beachtung der Formein (7) erhält man nun, wenn a = 

90° — b, also 90° + a=18Ü° — b: 

sin ( 180° — b) = + cos (90° — b) = -f sin b, 

cos ( 1 80 0 — b) = — sin (90 0 — b) = — cos b, 

tg (180° - b) = — cotg (90° — b) = — tgb, 

cotg (1 80 0 — b) = — tg (90° — b) = — cotg b. 

Setzt man b = 0 und beachtet §. 7, so erhält man : 

sin 180° = + sin 0° = 0, cos 180° = — cosO 0 = — 1 , 

tg 180° = — tg 0° = 0, cotg 180° = — cotg 0° 

Sey wieder ACD = a, kleiner als 

90°, ECB = a, so ist ACE = 180° -f a 

ein Winkel im dritten Quadranten. 

EG 

Sein sinus würde also durch - 



QO. 



EC 



sein 



CG 




cosinus durch — auszudrücken seyn, 
CE 

wenn EG die Senkrechte von der einen 
Seite EC des Winkels auf die (ver- 
längerte) andere Seite AC ist. Ganz 
wie vorhin erhellt wieder, dass Jetzt der cosinus ebenfalls negativ, 
und der sinus gleichfalls negativ seyn wird, indem EG von entgegen- 
gesetzter Richtung ist als DF. Man kann sich diess auch wieder in 
ähnlicher Weise erklären. Hat man den Winkel ACE der vorigen 
Figur bis 180° wachsen lassen, so ist E immer mehr gesunken, also 
gegen AB gelangt; lässt man den Winkel nun über 180° hinaus- 
gehen, so dauert diese abwärts gehende Bewegung offenbar fort, 
und der sinus nimmt folglich fortwährend ab. Da er für 180° schon 
0 ist, so wird er darüber hinaus negativ. Mithin 

sin ( 180« + a) = - cos (180» + a) = - ~. 

Sey nun CD — G'E, DF und EG senkrecht auf AB, so ist auch 
CG = CF, EG = DF, also 

sinO80» + a) = -!g=-§5 = -sina, " ' 

_ ^ „ . CG CF 

cos (180° + a) = — = — = — cos a, 

Di enger, ebene Triifonometpie. - 
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so dass man hat: 

sin(180° + a) = — sina, cos (180° + a) = —cos a; tg(180° + a) 

= «E^+L) = = «5 = + tg^ cotg(180°+a) = + cotga. 
cos(180°+a) — cosa 

Setzt man abermals a = 90° — b und ist b < 90°, so erhält man 
(§. 6), da jetzt 180° + a = 270° — b : 

sin (270°— b) = - sin (90°- b) = — cos b, cos (270°— b) = 
— cos (90° - b) = — sin b; tg (270° — b) = + cotg b, 
cotg (270° — b) = + tgb. 
Setzt man hier b = 0, so ist: 
sin 270° = — sin 90° = - 1 , cos 270* = — cos 90° = 0, 
tg 270° = oo, cotg 270° = 0. 
Sey endlich ACD = JCE = a , so ist Fi * l0 - 

ACE = 270° + a ein Winkel im vierten J 
Quadranten und aus denselben Gründen, 
wie wir sie nun genügend aus einander ge- 
setzt, wird man setzen müssen: 

• sin(270'+a) = -||, 

CG 

cos(270°+a) = + gg. 

Sey wieder CD = CE, so ist auch : DF = CG, EG = CF, also : 

CF 

sin (270° + a) = - ^ = - cos a, 
cos(270°+a) = + ^ = + sina, 

* ♦ 

so dass man hat: 

sin (270° + a) = — cosa, cos (270° + a) = + sina; 
tg (270° + a) = — cotg a, cotg (270° + a) = — tg a. 
Setzt man auch hier a = 90°— b, b < 90°, so ist: 
sin (360° — b) = — sin b, cos (360° — b) = + cos b, 
tg (360° — b) = — tg b, cotg (360° — b) = — cotg b. 
Für b = 0 zieht man daraus : 
sin 360° = 0, cos 360° = + 1 , tg 360° = 0, cotg 360° = — <*> . * 

* Die Grössen tg und cotg können, wie hieraus sich ergibt, selbst unendlich 
grosse Werthe annehmen. In Bezug auf das Vorzeichen ist jedoch noch das Fol- 
gende zu bemerken. Wir haben oben gefunden, dass z. B. tg 270° = oo; dabei 
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Würde man die Winket über 360° hinaus wachsen lassen, so ist 
klar, dass rur den Winkel 360° + A und für den Winkel A dieselben 
trigonometrischen Funktionen zum Vorschein kommen werden, was 
auch A sey. Dessgleichen, wenn ein Winkel = 2 . 360° A, .3 . 360° 
-f - A, . . . . , allgemein = n . 360° -f - A ist. Demnach 

sin (n . 360° + A) = sin A, cos (n . 360° + A) = cos A , 
tg (n . 360° + A) = tg A , cotg (n . 360° + A) = cotg A . 
Man kann diess offenbar auch so ausdrücken, dass man sagt: 
Wenn man die trigonometrischen Funktionen eines Win- 
kels suchen will, so kann man von diesem Winkel, in so 
ferne er grösser seyn sollte als 360°, so viele Male 360° 
weglassen, als diess überhaupt möglich ist» Es mag von 
Interesse seyn, die so eben erhaltenen Ergebnisse übersichtlich zu- 
sammen zu stellen. Was zuerst die Vorzeichen anbelangt, so ist im 
ersten Quadranten : sin +, cos = -f-, tg == +» cotg = +, 
zweiten „ : = +, = — , 

dritten „ : = — , =—,=+, = +, 
vierten . „ : =—, = +, = — , 

Ferner, wenn a < 90° : 

sin (90° — a) = + cos a, cos (90° — a) = + sin a, 
tg (90° — a) — + cotg a, cotg (90° — a) = -f- tg a, 
sin (90° -f- a) = -(- cos a, cos (90° -f- a) = — sin a, 
tg (90° + a) = — cotg a, cotg (90°+ a) = — tg a, 
sin (180° — a) = + sin a, cos (180° — a) = — cos a, 
tg (180* — a) = — tg a, cotg (180°— a) = — cotg a, 



aber setzten wir voraus, dass man zum Winkel 270° dadurch gelange, dass mau 
einen kleinem Winkel wachsen lasse. Würde man zu 270° in umgekehrter Weise 
gelangen, so würde aus tg (270° -f- a) = — cotg a für a = O folgen tg 270° = — 
cotgO 0 — — oc. Man wird hieraus leicht die Richtigkeit folgender Sätze erkennen: 

tg 90° = + ao f cotg 180° = + oc, tg 270° = ± oo, cotg 360° = + oo, 
worin das obere Zeichen gilt, wenn man zu dem betreffenden Winkel gelangt, in- 
dem man einen Winkel aus dem vorhergehenden Quadranten wachsen lässt; das 
untere dagegen, wenn man einen Winkel aus dem nach folgenden Quadranten ab- 
nehmen lÄsst. Wenn man will, kann man damit die folgenden Gleichungen ver- 
binden : 

cos 90° = ±0, cotg 90° = ±0, sin 180° = ±0, tg 180° = +0, cos 270° - + 0, 
cotg270 u = ±0, sin 360° = +0, tg360° = +0, 
welche unter denselben Bedingungen gelten. 

-2 * 
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sin (180° -f a) = — sin a, cos (180° + a) = — cos a, 
tg ( 1 80° + a) = + tg a, cotg ( 1 80° + a ) = + co tg a, 
sin (270° — a) = — cos a, cos (270° — a) = — sin a, 
tg (270° — a) = + cotg a, cotg (270° — a) = + tg a, 
sin (270° + a) = — cos a, cos (270° + a) = -f sin a, 
tg (270° -f a) = — cotg a, cotg (270°+ a) = — tg a, 
sin (360* — a) = — sin a, cos (360° — a) = -f- cos a, 
tg (360° — a) = — tg a, cotg (360* — a) = — cotg a. 

Ist A irgend ein beliebiger Winkel, so ist ferner: 
sin (n . 360° + A) = sin A, cos (n . 360° + A) = cos A, 
tg(n.360° + A) = tgA, cotg(n .360*+ A) = cotg A. (14) 

Anmerkung. Die in den Formeln (13) enthaltenen Satze lassen sich leicht 
im Gedächtnisse behalten, wenn man beachtet, dass man jeden Winkel, der in 
einem der Tier Quadranten liegt, in doppelter Weise bezeichnen kann, indem man 
Ton der untern oder obern Grflnze des Quadranten ausgeht. Ist nun bei dieser Be- 
zeichnung 90° oder 270° mit in Rechnung, so geht der sin in cos, cos in sin, tg in 
cotg, cotg in tg über; ist dagegen 180° oder 360° mit in Rechnung, so geht sin in 
sin, cos in cos. tg in tg, cotg in cotg über. Natürlich muss man dabei zugleich auf 
das gehörige Vorzeichen achten. 

Sey wieder A ein beliebiger Winkel, so ist A-f-180° ein um 
zwei volle Quadranten grösserer Winkel. Liegt also A im ersten 
oder zweiten, so liegt A-f- 180° im dritten oder vierten Quadranten. 
In allen Fällen sieht man leicht, dass wenn (in einer der Figuren 
des §. 9, z. B. der zweiten) AC die eine Seite der zwei Winkel A 
und 180°-|-A ist, die andern Seiten in die Verlängerungen von 
einander fallen. Daraus ergibt sich ganz unmittelbar, dass immer: 
sin(180° + A) = — sinA, cos(180° + A)= — cosA, 
tg(180* + A) = tgA, cotg(180° + A) = cotgA* (15) 



* Wir wollen doch die erste dieser Formeln beweisen. Sey immer a < 90° 
und nun: 

1) A im ersten Quadranten und = a, also 180° + A = 180° a, so ist naoh (13) : 

sin A = sin a, sin (180° + A) = sin (180« + a) = — sin a, 
d. h. sin (180« + A) = — sinA. 

2) A im zweiten Quadranten = 90« -{-a, so ist 180« + A = 270" -{-a, und 

sin A = sin (90« + a) = cos a, sin (180° -J-A) = sin (270« + a) = — cos a, 
d.h.sin(180« + A) = -sinA. 
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sey,-was auch immer A sey, selbst wenn 180° + A über 360° hin- 
ausreicht. Setzt man hier 180° + A für A, was man darf, da diese 
Formeln ganz unbedingt gelten, so ist: 

sin (2 . 1 80° + A) = — sin (180° + A) = + sin A, 

cos (2 . 1 80° + A) = - cos (1 80° + A) = cos A, 

tg(2 . 180°+ A) = tg(180° + A) = tg A, 

cotg(2 . 180°+ A) = cotg (180° + A) = cotg A(vergt.(14)). 
Wie man hier weiter gehen kann i*t klar. Allgemein ergibt 
»ich so: 

sin (n . 180° + A) = ± sin A, cos (n . 1 80° + A) = ± cos A, 
tg(n.l80°+A) = tgA, cotg(n.l80°+A) = cotgA, (150 
in welchen Formeln die obern Zeichen gelten, wenn n eine gerade, 
die untern, wenn n eine ungerade Zahl ist (n ist immer ganz und 
positiv). 

f. 11. 

Wir wollen nun nachweisen, dass die Fonneln des §. 8 gelten, 
a und b mögen was immer für Winkel seyn. Zu dem Ende unter- 
scheiden wir die folgenden Fälle. 

> 0° > 0° 

1) Sey a < 9() o» b <90 o> und a + b natürlich < 180°, aber 

> 90*. Setzen wir nun a = 90° — a', b = 90° — b', so sind a' und 
b' unter 90°, und es ist a + b = 180° — (a' + b'), also da a + b 

> 90°, jedenfalls a' + b' < 90°. Für die Summe a' + b' kann man 
also die zwei Formeln (9) und (10) anwenden. Aber es ist offenbar 
sin a = sin (90° — a') = cos a<, cos a = cos (90° — a') = sin a', sinb 



3) A im dritten Quadranten = 180« + a, also 180«» + A = 360° + a, und 

sinA = sin(180« + a) = — «na, sin (180« -J-A) = sin(360«+a) = sina, 
d.h. sin (180« -HA) = — KiuA. 

4) A im rierten Quadranten = 270« + a, also 180« + A = 450« + a = 360«+ 

90« +a, mithin 

sin A = sin (270« + a) = — cos a, sin (180« + A) sin (90« + a) = cos a, 
d. h. sin (180« + A) = — sin A. 
Reicht A über 360« hinaus, so ist. wenn B unter 360», etwa A = 360« +B, 
also 180«+ A = 360«+ 180« + B, raithin- 

sin A = sinB, sin (180« + A) = sin (180° + B) 
und da ja sin (180° + B) = — sin B, so ist also auch sin (180« + A) — — sin A. 
Aehnliches gilt, wenn A über 2 . 360« 3 . 360« u. s. w. hinaussieht. 
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= sin (90° — b') = eosb', cosb = cos (90° — b') = sin b', also hat 
man (unter Beachtung der Formeln (13)): 

sin (a + b) = sin [ 1 80° — (a' + b')J = sin (a' + b') — sin a' cos b' 

-(- cos a' sin b' = cos a sin b -f- sin a cos b, 
cos (a + b) = cos [180° — (a' + b')j = — cos (a' + b') = 

— cos a' cos b' + sin a' sin b' = — sin a sin b -j- cos a cos b, 
wodurch offenbar die Richtigkeit der Formeln (9) und (10) bewie- 
sen ist. * 

9 , >0° >90° >90° ^ 

~ } a < 90°' < 180°' a " 1 " < 180°' 
b = 90° + b', b'<90°, a + b = 90°+a + b', a + b'<90°. 
sinb = sin(90° + b') = cosb', cosb = cos (90° -f- b') = — sinb'; 
also sin b' = — cos b, cos b' = sin b. 

sin (a + b) = sin [90°+ a+ b'J = cos (a+ b') = cos a cos b' — sin a 

sin b' = cos a sin b — sin a . (— cos b) = cos a sin b + sin a cos b. 
cos (a -f b) = cos (90° + a + b') = — sin (a + b') = — sin a cos b' 

— cos a sin b' = — sin a Sin b — cos a ( — cos b) = — sin a sin b 
-|- cosa cosb. 

... >0° >90° ,,>180° 
; a <90 0 ' D < 180°' a T b < 270°' 

a = 90° — a', b=180° — b\ a' < 90°, b' < 90°; . 
a + b = 270° - (a' + b'), a' + b' < 90°. 
sin a = cos a', cos a '= sin a', sin b = sin b', cos b = — cos b' ; 
sin a' = cos a, cos a' = sin a, sin b' = sin b, cos b' -= — cos b. 
sin (a + b) = sin [270° — (a' + b # )] = — cos (a' + b') = — cos a' 
cos b' -j- sin a' sinb' = — sin a . ( — cos b) -f- cos a sin b = sin a cos b 
-(- cosa sin b. 

— , ■ 

* Die Formeln (9) und (10) des §. 8 sind nur unter der Voraussetzung be- 
wiesen, das« die Summe a-f-b <90°; für unsero Fall ist diess nicht mit der Summe 
a -}- b, wohl aber mit a' -f- b' der Fall, so dass für letztere die genannten Formeln 
gelten. Da wir aber schliesslich Resultate erhalten, die identisch sind mit den in 
§. 8 erhaltenen, so erhellt daraus die Richtigkeit jener Formeln, auch wenn a + b 
>90«. 

** Liegt a zwischen 0°»n.>d 90", b zwischen 90° und 180», so kann a-f-b zwi- 
schen 90" und 180«, oder zwischen 180 ü und 270° liegen; wir trennen diese Fälle 
hier sowohl als im Folgenden. Die übrigen Angaben bedürfen wohl einer weitern 
Erläuterung nicht, da sie sich ganz von selbst ergeben, wenn man die Formeln (13) 
beachtet. Da man jeweils für sin(a-|-b) und cos(a-j-b) genau die Formeln (9) 
und (10) erhält, so sind diese eben damit bewiesen. 
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cos (a + b) = cos [270° — (a' + b')] = — sin (a' + b') = — sin a' 
cos b' — cos a' sin b' = — cos a . ( — cos b) — sin a sin b = 
cos a cos b — sin a sin b. 

>90 ü >90° > 180° 

A) a < 180°' < 180°' ai " b <270 0 ' 

a = 90°+ a', b = 90°+ b' a' < 90°, b' < 90°; 
a-f b = 180° + (a' + b'), a' + b'<90°. 
sin a = cos a', cos a = — sin a', sin b = cos b', cos b = — sin b' ; 
sin a' = — cos a, cos a' = sin a, sin b' = — cos b, cos b' = sin b. 
sin(a-fb) = sin [180° + (a' + b').1 = — sin(a' + V) = — sina' 
cos b' — cos a' sinb' === — ( — cos a) sin b — sin a ( — cos b) == cos a 
sin b + sin a cos b. 
cos (a + b) = cos [180° + (a' + b')] = — cos (a' + b') = — cos a' 
cos b' -f- sin a' sin b' = — sin a . sin b (— cos a) ( — cos b) 
= — sin a. sinb + cosa cos b. 

■ K\ > 90 ° K > 90<> -Lh > 270 ° 

ö) a < 180°' b < 180°' ai " b < 360°' 

a = 180 0 — a', b = l80° — b', a'<90°, b'<90°; 
a + b = 360° — (a' + V); a' + b'<90°. 
sin a = sin a', cos a = — cos a', sin b = sin b', cos b = — cos b' ; 

* 

sin a' = sin a, cos a' = — cos a, sin b' = sin b, cos b' — — cos b. 
sin (a + b) = sin [360° - (a' + b')] = — sin (a' + b') = — sin a' 

cos b' — cos a' sin b' = — sin a ( — cos b) — ( — cos a) sin b = - 

sin a cos b + cos a sin b. 
cos (a + b) = cos [360 0 — (a' + b')J = cos (a' + V) = cos a' cos b' 

— sin a' sin b' = ( — cos a) ( — cos b) — sin a sin b = cos a cos b 

— sinasinb. \. 
Für alle Winkel unter 180° haben wir also die fraglichen zwei 

Formeln bewiesen. 

Seyen nun a und b Winkel zwischen 180° und 360°, so setze 
.man: a = 180° + a', b= 180°+ b', 

also a'<180°, b'<180°, a + b =. 360°+(a / + b / ), 
so ist nach §.10: 

sin a = sin (1 80° + a') = — sin a', cos a = cos ( 1 80° + a') 

= — cos a', sin b = — sin b', cos b = — cos b' ; 
sin a' = — sin a, cos a' = — cos a, sin b' = — sin b, 
cosb' = — cosb. 
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Ferner : 

»in (a + b) = sin 1 360° + a'-fb'| = sin (a' + b') = sina' cosb' 
-j-cosa' sin b', 

indem diese Formel gilt, wenn a'<180°, b' < 180°. Setzt man 
hier die gleichgeltenden Werthe, so erhält man : 
sin (a + b) = (— sin a) (— cos b) + ( — cos a) (— sin b) — sin a cos b 
cosa sin b. 
Ebenso : 

cos (a + b) = cos [360° -f a' + b'J = cos (a' + b') = cos a' cos b' 
— sin a' sin b' = ( — cosa) ( — cos b) — ( — sin a) ( — sin b) 
= cos a cos b — sin a . sin b. 

Somit gelten obige Formeln für alle Werthe vou a und b zwi- 
schen 0 und 360°. Gehen a und b über 360° hinaus, so kann man 
jeweils 360° weglassen (§. 9) und man ersieht leicht, dass dieselben 
Formeln immer noch gelten. * 

Die Formeln (11) und (12) des §. 8 folgen aber unmittelbar aus 
(9) und (10); also gelten alle vier Grundformeln des §.8 für be- 
liebige Winkel, natürlich unter der Voraussetzung, dass man nach 
§. 9 die gehörigen Vorzeichen für die vorkommenden trigonometri- 
schen Funktionen setze. 

§. 12. 

Aus den Formeln (13) und (14) des §. 9 geht unmittelbar her- 
vor, dass, was auch immer der Winkel A sey, man habe : 
sin 2 A + cos 2 A = 1, tg Acotg A = 1. ** 

Dagegen werden die Formeln des §. 4 nicht geradezu gelten. 
Bei den dortigen Quadratwurzeln haben wir jeweils nur das positive 
Zeichen beibehalten, weil wir dort natürlich die trigonometrischen 
Funktionen geradezu als positiv ansehen mussten. Auf unserem 
jetzigen Standpunkte werden jene Formeln heissen: 

sin A = ± Vi — cos 2 A = ± x/ tgA . = ± t/ 1 , 

Vl+tg 2 A Vl+cotg 2 A 

cos A = ± Vi - sin 2 A = ± 1 = ± ° otg A 



Vl+tg 2 A Vi + cotg 2 A 

* Ein auf andern Grundsätzen beruhender Beweis dieser Sätze findet sich in 
meiner „ebenen Polygonotnetrie" (Stuttgart, Metzler) §.5, S. 11 ff. 
** Z. B, sin * (270° -f a) -f cos* (270° + a) = cos* a -f- sin* a = 1 , 

tg (270° -j- a) cotg (270 H -f a) = (— cotg a) (— tg a) = cotg a tg a = I . 
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Vi — sin 2 A cosA cotgA' 

cotgA = ± Vl_ =1 8i^A =+ cosA = J_ 

sinA ~Vl-cos 2 A tgA' 

worin nun die Zeichen so zu wählen sind, wie es A erfordert. Liegt 
z. B. A im dritten Quadranten, so ist 

sin A = — V 1 - cos 2 A = - — Ü£= = 1 

Vl+tg 2 A Vl+cotg 2 A 
liegt A im vierten Quadranten, etwa: 

tgA = si " A ^_V1 iz cq 1 2 A__J_ 
Vi — sin'A cosA cotgA' 

u. 8. w. Ueberhaupt ist es jetzt leicht, sich jeweils zu überzeugen, 
wie die Vorzeichen zu wählen sind", wenn man die Quadratwurzel 
auszuziehen hat. 

Da man nun allgemein hat: 

sin (A + B) = sin A cos B + cos A . sin B, 
cos (A 4~ B) = cos A cos B — sin A sin B, 
so setze man hier A = b, B = a — b, wobei a und b willkürlich, 
jedoch zunächst a>b; alsdann erhält man A + B = a, also: 
sin a = sin b cos (a — b) + cos b sin (a — b), 
cos a = cos b cos (a — b) — sin b sin (a — b). 

Man multiplizire die erste dieser Gleichungen mit cos b , die 
zweite mit sin b und subtrahire dann die zweite von der ersten, so 
erhält man : 

sin a . cos b — cos a . sin b = (cos * b + sin 2 b) sin (a — b), 
also weil immer cos 2 b -f- sin 2 b — 1 : 

sin a cos b — cos a sin b = sin (a — b). 

Dessgleichen multiplizire man die erste mit sinb, die zweite mit 
cosb und addire beide: 

sin a sin b -f- cos a cos b = (sin 2 b -f- cos 2 b) cos (a — b) = cos (a — b). 
Man hat also 

sin(a — b) = sin a cosb — cosa sinb, j 

cos(a — b) = cosa cosb »in a sinb. ) 
Hieraus folgt nun 

■ 

^ ^ a ^ sin (a — b) _ sin a cos b — cos a sin b 

cos(a — b) cos a cos b + sin a sin b* 
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oder wenn man Zähler und Nenner durch cos a cos b dividirt : 

tg(a — b) = r-n fL -r. (17) 

5V ' 1+tgatgb v ' 

Ebenso : 

, _ x cos(a — b) cos a cosb 4- sina sinb 

COtg(a — b) = -r-7 rr= r r-r, 

ov 7 sin (a — b) sin a cos b — cosa sin b 

und indem man Zähler und Nenner durch sina sinb dividirt: 

/ .\ cotg a . cotg b + 1 /,-,v 
cbtg(a — b) == — - , . . (17') 

cotgb — cotga 

Die vier Formeln (16), (17) und (17') gelten für alle möglichen 
(positiven) a und b, freilich noch unter der Bedingung, dass a > b. 

Man wird sich nun leicht überzeugen, dass die Formeln (13) für 
jedes mögliche a ebenfalls gelten. Hat man z. B. cos (180° — a), 
so setze man in (16) 180° für a, a für b, und hat: 
cos (180° — a) = cos 1 80° . cos a + sin 180° . sin a = (— 1) cos a + 
0 . sin a = — cos a. 

Um sin(270°-[- a) zu erhalten, setze man in (9) des §.8: 
a = 270°, a für b und hat: 

sin (270 0 + a) = sin 270 0 . cos a + cos 270 0 . sin a = (— 1) cos a + 
0 . sin a = — cos a u. s. w. 
Anmerkung. Benützt man die Resultate des §.7 und 8, so kann man 
mittelst der Formeln (16) leicht noch die trigonometrischen Funktionen einer An- 
zahl weiterer Winkel ableiten, was wir jedoch dem Leser überlassen wollen, indem 
wir bloss die Ableitung andeuten. Man findet u&mlich die trigonometrischen Funk- 
tionen des Winkels: 

3», wenn a = 16°, b = 12°, wodurch dann auch die von 87«, 
6°, „ a = 18°, b = 12, „ „ „ „ 84°, 

9°, „ a = 27«, b = 18« „ „ 81«, 

210, „ a = 36«, b = 15« , „ M 69°, 

24«, „ a = 36«,b=12«, „ 66«, 

33«, „ a = 45», b = 12«, „• , 57«, 

39«, „ a = 54«, b=15«, „ „ „ „ „ 51°, 
so dass man, in Verbindung mit dem in der Anmerkung zu §.8 Gesagten, die tri- 
gonometrischen Funktionen aller Winkel ron 3« zu 3° kennt. 

Wir haben in dem Seitherigen nur sin, cos, tg, cotg der Summe oder Differenz 
zweier Winkel betrachtet. Wollte man dieselben für drei, vier, . . . Winkel haben, 
so unterläge diess keiner Schwierigkeit; so wäre z.B. 

sin (a -f- b -f- c) = sin a cos (b -4- c) -j- cos a sin (b -4- c) = sin a [cos b cos c — sinb 
sine] -4- cosa fsinb cosc -}- cosb sine] = sina cosb cosc — sin a sin b sin c -4- 
cos a sin b cos c -J- cos a cos b sin c, 

u. s. w. 
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§• 13. . . . 

Es bleibt uns, zur theoretischen Vervollständigung unserer hier 
gerührten Untersuchungen, noch der Fall negativer Winkel zu 
betrachten übrig. Solche Winkel können nur in Folge von (ge- 
wissermassen) willkürlichen Voraussetzungen erscheinen, wenn man 
z. B. in §. 9 von AG aus in entgegengesetzter Richtung die Winkel 
durchlaufen würde, als dort geschehen. Das Verhalten negativer 
Winkel, wie — A, lässt sich jedoch am besten aus dem Satze des 
§. 9 finden, nach welchem ein Abzählen, also auch ein Zuzählen von 
360° an den trigonometrischen Funktionen Nichts ändert. Dem- 
geinäss ist: 

sin ( — A) = sin (360° — A) = — sin A, 

cos (— A) = cos (360° — A) = cos A, 

tg (- A) = tg (360° - A) = - tg A, 

cotg (— A) = cotg (360° — A) = — cotg A. 
Die Formeln (9) bis (12) in §. 8 gehen somit in (16) bis (17') 
des §.12 über, wenn man — b für -|-b setzt, und umgekehrt gehen 
die letztern in die erstem über; daraus folgt offenbar, dass diese 
sämmtlichen Formeln nicht nur für alle positiven, soudern auch rar 
alle möglichen negativen Winkel gelten. * 

Wir haben nun im Vorstehenden die Verhältnisse der vier tri- 
gonometrischen Funktionen ganz vollständig untersucht und ge- 
sehen, dass die Grundeigenschaften derselben die folgenden sind: 

1) Die Grösse sin A ist eine periodische Grösse, deren 
Periode 360° ist, d. h. sobald A um 360° zugenommen hat, erlangt 
sin A seinen vorigen Werth wieder; nimmt A nur um 180° zu, so 
erlangt allerdings sin A auch denselben Werth, er ist aber von ent- 

* 

* Ist namentlich in (16) b > a, obgleich beide positiv sind, so ist a — b ne- 
gativ = — (b — a), also 

Bin (a — b) = sin [— (b — a)] = — sin (b — a). 

Aber sicherlich , 
sin(b — a = sin bcosa — cosbsin a = — [sin a cos b — cos a sin bj, 
mithin sin (a — b) = sin a cos b — cos a sin b, 

auch wenn b > a. 

Ebenso cos (a — b) = oos [— (b — a)J = cos (b — a), 

ferner cos (b — a) = cos b cos a -f- sin b ßin a = cos a cos b -{- sin a sin b. 
also cos (a — b) = cos a cos b -f- sin a sin b, b > a. 

f 
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gegengesetztem Zeichen. Ist A negativ, so hat sin A den entgegen- 
gesetzten Werth von dem, den es fiir denselben positiven Winkel A 
hatte. Es sind diese Beziehungen in den Gleichungen: 

sin (A + 360 °) = sin A, sin ( A + 1 80 °) = — sin A, 
sin( — A) = — sinA 

ausgesprochen. 

Die Werthe von sinA schwanken zwischen — 1 und +1, ohne 
diese Gränzen je überschreiten zu können. 

2) Die GrössecosA ist eben so periodisch und die Periode 360°; 
für 180° Zunahme verhält sie sich wie sinA; für ein negatives A 
aber erlangt sie denselben Werth wie für ein positives. Also 

cos (A + 360°) = cos A, cos (A + 180°) = — cos A, 

cos ( — A) = cos A. 
Die Werthe von cos A schwanken ebenfalls nur zwischen — 1 
und +1. 

3) Die Grössen tgA undcotgA sind periodisch und ihre Periode 
ist 180°. Für negative A erlangen sie die entgegengesetzten Werthe 
wie für positive ; man hat also : 

tg (A -f- 1 80 °) = tg A, cotg (A + 1 80 °) = cotg A, 
tg ( — A) = — tg A, cotg (— A) = — cotg A. 

Die Werthe dieser Grössen schwanken zwischen — oo und -)-«. 

Die übrigen Resultate würden sich natürlich eben so leicht aus- 
sprechen lassen, was wir jedoch hier füglich übergehen dürfen. 

Anmerkung. Wir haben bereits darauf aufmerksam gemacht, innerhalb 
welcher Gränzen die Werthe der trigonometrischen Funktionen schwanken und 
wollen hier diesen Punkt noch einer weitern Betrachtung unterziehen, wobei wir 
zunächst bloss positive Werthe von A betrachten wollen. 

Die Grösse sinA ändert sich mit wachsendem Winkel und zwar ist sie zuerst 
wachsend von A = 0° bis A = 90», dann abnehmend von A — 90° bis 180°, ferner 
abnehmend von A = 180» bis A = 270° und zunehmend von A = 270° bis A = 
360°. Von da an beginnt wieder derselbe Verlauf. Die Gränzwerthe sind: 0 und 
-(- 1, -f- 1 und 0, 0 und — 1,-1 und 0, so dass also — 1 und-|- 1 die äussersten 
Werthe vou sin A sind, die in keinem Falle überschritten werden können. 

Die Grösse cos A nimmt ab von A = 0 bis A = 90*, eben so nimmt sie ab von 
A = 90° bis A = 180»; zu dagegen von A = 180» bis A = 270°, und eben so zu 
von A = 270° bis 360», von wo an derselbe Verlauf beginnt. Ihre Gränzwerthe 
sind : -f- 1 und 0, 0 und —1,-1 und 0, 0 und -f 1, so dass also auch hier — 1 
und -f~ 1 die äussersten Werthe sind. Für cos A = 0 ist nothwendig sin A = + 1 ; 
für sin A = 0 aber cos A = + 1 (§. 12). Beide Grössen sind stetig veränderlich. _ 
d. h. sie ändern sich nur wenig, wenn A sich nur wenig ändert. 
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Die Grösse tg A nimmt zu von A = 0° Ms A = 90», eben so Ton A = 90° bis 
A = 180°, von wo derselbe Verlauf beginnt. Ihre Granzwerthe sind 0 und -f- or\ 
— oo und 0, so dass ihre äussersten Werthe — oo und -f-oo sind; bei A = 90° 
springt sie yon-f-of zn — oo über, Ändert sich also h er unstetig. Natürlich 
springt sie bei A = 270» in derselben Weise über. 

Die Grösse cotgA nimmt ab Ton A = 0° bis A = 90» und eben so von A = 90» 
bis A = 180« ; ihre Granzwerthe sind oo und 0, 0 und — oo, so dass sie zwi- 
schen — oo und -j- oo schwankt. Von A = 180° hat sie denselben Verlauf wie so 
eben, springt aber bei A = 180° von — oo zu -|-oo, und bei 360o von — oo zu 
4* oo über. 

Das Verhalten bei negativen Winkeln wird sich eben so leicht aufstellen lassen. 

§. 14. 

Aus den bis jetzt abgeleiteten Formeln ergeben sich in leichter 
Weise eine Menge anderer, wovon wir einige ableiten, die übrigen 
dem Leser zur eigenen Uebung vorlegen wollen. Die hier nun er- 
haltenen Formeln gelten natürlich für ganz beliebige (positive oder 
negative) Winkel. 

Aus der Formel (9) in §. 8 folgt, wenn man b = a setzt: 
sin 2a = sin a, cos a + cosa. sin a = 2 sin a cos a. (19) 

■ 

Setzt man in der dortigen Formel (10) dessgleichen b = a: 

cos 2a = cos a . cos a — sina.sina = cos 2 a — sin'a. (20) 

Setzt man in (20) cos 2 a = 1 — sin 2 a, so ist 

cos2a = 1 — sin 2 a — sin 2 a = 1 — 2sin 2 a, (20') 

und wenn man sin 2 a = 1 — cos 2 a setzt: 

cos 2a = cos 2 a — (1 — cos 2 a) = cos 2 a — 1 -f - cos 2 a 

= 2cos 2 a— 1. (20") 

Ganz eben so folgt aus (11) und (12): 

2tga Ä cotg 2 a — 1 

tg2a = 1 cotg2a= n h . (21) 

6 1 — tg 2 a & 2cotga v 7 

Aus (20') und (20") folgt nun umgekehrt: 

2sin 2 a= 1 — cos2a, 2cos 2 a = 1 -f-cos2a, i 

* /l— cos2a ^ \/ l+cos2a" (22) 
sina=± V 2 -» cosa =± V 2~— . j 

in welchen Gleichungen das Zeichen so zu wählen ist, wie es sin a 
oder cos a verlangen. 

Man kann diese Formeln auch etwas anders ausdrücken. Setzt 

man nämlich a = — , so ergeben sich die folgenden Formeln: 
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. ~ . A A . ~ A -A . 2 A \ 

Bin A = 2 sin— cos--, cos A = cos — sm = 1 — 2 sin 

« x A , A 

A ' 2tg 2~ ^tg J — — 1 

= 2cos 2 -- 1, tgA = t» cotgA = — ,| 

l-tg'| 2cotgJ ;(23) 

A A 
2sin 2 -— =1 — cosA, 2 cos 1 — = 1 -{-cos A, 



A , -4 /l— cosA A -4 /l -f 
^T =± V —5 ,eos-=^± V ; 



cos A 

«n T =3: V ä ' C0S 2" = :!: V 

Die Addition der Formeln (9) und der ersten (16), (10) und 
der zweiten (16), so wie die Subtraktion derselben gibt ganz un- 
mittelbar : 

sin (a -f - b) -f- sin (a — b) = 2 sin a . cos b, 
sin (a + b) — sin (a — b) = 2 cos a sin b, 
cos(a + b)-|-cos (a — b) = 2cosacos b, 
cos (a + b) — cos (a — b) = — 2 sin a sin b. 
Setzt man in diesen Formeln : 



(24) 



a = A ^ B , b = A B , also a + b = A, a — b = B, 



so erhält man : 



sinA + smB = 2sin ^ — £ — J cos ^ — - — J, 

• A • r» o fA+BA . {A — B"\ 
sinA — sinB = 2cos 2 ) Rln V. — 2~~ )' 

cosA + cosB = 2cos^^i?^)cos (j—y— 3' / ( 2Ö ) 

cosA — cosB = — -2sm^ — ~- J sin ^ — - — J 
= 2 .,,(A±_B >1 „ ( B-. ) 

Diess sind die wesentlichsten Formeln, die wir später benützen 
werden. Wir legen dem Leser zurUebung eine Reihe weiterer ohne 
Beweis vor. 

1 — cos 2a 1 -f- cos 2a 2 1 — cos 2a 

tgat= — , cotga = — L — r , tg*a = — — , 

sm2a 6 sm2a 5 1+ cos 2a 

, l+cos2a 

cotg , a = — 1 

1 — cos 2a 
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2 cotga Ä 1 — tg 2 a _ cotga — tga 

tu 2a — — -, cotg 2a = ' , cotg 2a = — — - — — , 

h cotg 2 a— 1' 2tga ' ö 2 

2 . ' 2 tga „ 1 — tg 2 a 

tg2a = — — , sin2a = ° cos 2a = % , 

cotga — tga 1 -+- tg 2 a 1 + tg'a 

ein 2a- 2C0tga cofl2a- C ° tg ' a "" 1 
l+cotg 2 a cotg z a+l 

1 — (sinia — cosia) 2 cos 2 ia — sin 2 ia 

tga = . 2 / , cotga = - -r-^- ^ 

cos'Ja — sin^a 1 — (sin^a — cos^a)' 

1 + sin a = 2 sin 2 (45° + { a), 1 — sin a = 2 cos 2 .(46° + } a), 

1 + si * » - tg w 45 o , , a) 8in a _ 1 - tg 2 (45° - j a) 
1 _ sin a - * ( 4Ö "1- * a ^> 8m a - i + t g 2 (45« - \ a)' 

ji|- a = tg(a+45 0 ) = cotg(45 < »-a), ^=-J = cotg(a+45') 

= tg(45'-a), l+tg 2 a = J^, 1 + cotg 2 a = ^ 

1— cosa 4 . a 2tg(45° — Ja) , 

= tg a . tg cosa — _ , , \ /^o / v » sina + cosa 

cosa " e 2 1 + tg 2 (45° — Ja) 1 

= V 2 . sin (45 0 + a), cos a — sin a = \/ 2 . Bin (45 0 — a). 

sin(a + b) . sin(a — b) . 

tga+tgb= cosacosb , tga-tgb = — — cotga + cotgb 

_ sin(a+b) cotga cotgb = «n(b— a) tg a - tg b _ sin(a— b) 

" sin a sin b* sin a sin b* tg a + tg b si^a-f-b)' 

cotga — cotgb fiin(b — a) . - , «, . , . 1X . , iX 

* . = . ■ sin 2 a — sm 2 b = sin (a+b) sm (a— b), 

cotga + cotgb sin(b+a) ' y ' 

cos 2 a — cos 2 b = — sin (a + b) sin (a — b), cos 2 a — sin 2 b 

= cos(a+b)cosfa--b) sipa + sinb = cosa + cosb ^ 

v ' ' y * sina — sinb tg$(a — b)' cosa — cosb 

cos(a— b)+ sin(a+b) = 2 sin(a+4ö°) cos(b-^45°), 

cos ( a — b) — sin (a + b) = 2 sin (45°— a) cos (b +45°), cos (a+b) 
-f- sin (a — b) = 2 sin (45°+a) cos (45°+b), cos (a-j-b) — sin (a — b) 

= 2 * ( 45 °- •> «- <«•- ■»>. ziiti = * * (a + »>■ 

cosa -cosb cotg b - tg a = 008 (a f b > , 

sin a + sin b 2 v ' cos a sin b 

cos(a — b) . 2 sin (a 4- b) sin (a — b) 

cotgb + tga = . / , tg 2 a — tg 2 b= — 1 , jr 

cosa sin b cos'acos b 
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i i x l. cos(a— b) _ , cos(a-f-b) _ , Bl 

_ cos(a-fb)cos (a— b) cotga + tgb _ t g'a — tg'b 

cos 2 acos 2 b ' tga-f cotgb satgo, j — tg'atg'b 

= tg(a + b)t g (a-b) )c ^^ = t g (a+b)t g (a-b). 
sin a cos a-f- sin b cos b = sin (a+b) cos (a — b), sin a cos a — siijb cos b 

= ec(.+b)«n(.-b), cos^(a + b) S in(a + b) 

J 7 sina + sinb cos \ (a — b) sin a — sinb 

sinj(a-j-b) ' t .... t/ , x 2 sin a 

= sin i (a -Ii) ' *« * ^ + b > + ♦(» - b) = m a + cos 

t gi (a + b)-tgKa-b) = c -^ rb . . •' - 

4 sin a sin b sin c = — sin (a-j-b+c) -f- sin (a-f-b — c) -f- sin (a— b-f-c) 

-f- sin ( — a + b + c), 
sin a + sin b + sin c = sin (a + b + c) + 4 sin J (a + b) sin $ (a + c) 

sinj(b-fc), 

4 cos a cos b cos c = cos (a-f-b-f-c) - j- cos (a+b — c) -f- cos (a— b-J-fc) 

+. cos ( — a -f- b -(- c), 
cos a + cos b -|- cos c = — cos (a-j-b-j-c) _|_ 4 cos ^ ( a _|_b) . C os J( a + C ) 

cosJ(b + c), 

cos s a + cos 1 b + cos 3 c = 1 + 2 cos a cos b cos c — 4 sin | (a-f-b-fc) 

sin { (a + b — c) sin $ (a — b + c) sin { ( — a + b + c), 

■ « 1 « ■ sin(a-|-b+c) 

tga + tgb + tgc = tgatgbtgcH v ' J . 

cosacosbcosc 



Zweiter Abschnitt. 

Berechnung der trigonometrischen Funktionen. Tafeln derselben 

und Benützung dieser Tafeln. 

§. 15. 

Aus den im ersten Abschnitt aus einander gesetzten Lehren 
folgt, dass man nur die trigonometrischen Funktionen aller Winkel 
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zwischen 0 und 45° zu kennen brauche, um sofort die Werthe der- 
selben für alle andern Winkel zu erhalten. Es folgt diess ganz 
unmittelbar aus der Ansicht der Formeln (8) und (13) in den 
§§. 6 und 9. Wir werden uns also zunächst mit dieser Aufgabe zu 
beschäftigen haben. In §. 7 haben wir allerdings bereits für einige 
besondere Fälle die trigonometrischen Funktionen gefunden; die- 
selben können aber natürlich nicht genügen, da wir, des Gebrauchs 
wegen, die trigonometrischen Funktionen aller zwischen 0 und 45° 
liegenden Winkel, wenigstens von Minute zu Minute kennen müssen. 
Es lassen sich zu diesem Ende auf der Stufe, auf der wir im Augen- 
blick stehen, zwei Wege einschlagen, die wir nun beide aus einander 
setzen wollen, wobei wir jedoch bemerken, dass der zweite, etwas 
umständlichere, ohne der Deutlichkeit und dem Verständniss Ein«- 
trag zu thun, auch zunächst übergangen werden könnte. Wir haben 
ihn jedoch, seines theoretischen Interesses sowohl, als spätem Ge- 
brauchs wegen, gerne beibehalten. Für beide Wege bedürfen wir 
übrigens des folgenden Satzes der ebenen Geometrie: 

Ist C ein Winkel kleiner als 90°, BD ein 
mit dem Halbmesser CB = r zwischen seinen 
Seiten beschriebener Bogen, dessen Länge wir 
mit Bogen C bezeichnen wollen ; sind DA, BE 
senkrecht auf CB, so ist 

AD < Bog. C, BE > Bog. C. 

Da CD = CB = r und 

~ = sin C, ?| = tg C, also AD = r sin C, BE = r tg C, 

so folgt hieraus unmittelbar: 

. _ ^ Bog.C „ ^ Bog.C 
smC < -f— , tgC> —2—, 
r r 

oder, wie man auch schreiben kann : 

sinC<?^<tgC. (26) 

sin C 

Daraus folgt ferner, weil tgC = cq& q : 

. ~ ^ Bog.C . Bog.C r , Bog.C ^ . n . Bog.C n „ 
smC < * , smC > 6 cos C, > sinC > — — cosC. * 

r r r r 




* Das heisst also sin C liegt seinem Werthe nach immer zwischen dem Werthe 

Bog.C J Bog.C 
von — - — und — 2 — cosC. 
r r 



Di enger, ebene Trigonometrie. 



3 
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Lässt man nun C kleiner werden, so wird cos C mehr und mehr 
gegen 1 gehen, also cos C mehr und mehr der Grösse ^°&*^ 

sich nähern. Da nnn hier sinC zwischen ?-°?- C und ^ clc 

r r 

enthalten ist; diese zwei aber mehr und mehr einander gleich wer- 
den, so wird also mit abnehmendem C der Werth von sin C mit dem 

von immer mehr tibereinstimmen. * 

r 

Da ferner vermöge der Beziehung (26) — immer zwischen 

sin C und tg C liegt, so wird, in so ferne wir berechtigt wären, sin C 
und tg C nahezu als gleich anzunehmen, die näherungsweise Gleich- 

Bog.C 

heit von sinC und — ^ — in die Augen fallend seyn. Endlich ist 

klar, dass wenn einmal C klein genug ist, dass näherungsweise sin C 
und tgC als gleich angesehen werden dürfen, diese Annahme für 
noch kleinere C noch mehr genähert richtig ist. 

Stellt AD die halbe „Seite eines in den Kreis vom Halbmesser 
CB = r beschriebenen regelmässigen nEcks dar, so ist BE bekannt- 
lich die halbe Seite des um den Kreis beschriebenen regelmässigen 

180° 

Vielecks von derselben Seitenanzahl und es ist Winkel C = . 

n 

Daraus folgt dann: 

AD . 180° BE 4 180° ATA 180° _ 180° 

_ = sin — , — — tg— ; AD = rsm — , BE = rtg— ; 

ferner ist 

AC 180° _ 180° 

— = cos , AC = rcos , CB = r. 

r n n 

Die Fläche des Dreiecks ACD ist aber der 2n*° Theil der Fläche 

des Vielecks im Kreis; eben so CBE der 2n te Theil vom Vieleck um 

den Kreis. Erstere ist: 

AC. AD r* . 180° 180° 

~~ 2— =2 SU1 — • C0S — > 
also die Fläche des Vielecks im Kreis : 



* Man sieht leicht, dass im Grunde diess darauf zurückkömmt, dass mit ab- 
nehmendem Mittelpunktswinkel eines Kreises die Sehne desselben mehr und mehr 
sich seinem Bogen nähert und zuletzt mit ihm zusammenfallt. 
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_ r' , 180° 180° n.r» . 360». _ . /imx 
2". jsm — .cos — = — sm— (§.14(19)); 

die Fläche des Vielecks um den Kreis ist 

41 CB.BE 2n.r' 180° 2 180° 
2n.-2— - — tg n -=n.r»tg — . 

Geht man nun vom regelmässigen Viereck im Kreise aus, so 

kann man bekanntlich leicht die Inhalte der 4, 8, 16, Ecke in 

und um den Kreis berechnen * und erhält so für das regelmässige 
8Eck im Kreis: 2 8284271 r Ä , um den Kreis: 3 3137085 r* 
16 „ „ „ 3*0614674 r\ „ „ n 3*1825979 t\ 
32 „ „ „ 3 1214451 r\ „ „ 3'15l7249r', 
64 „ „ n 3 1365485r 2 , 3*1441 184r'. 

128 „ „ „ 3*140331 lr', 3 1422236r», 

256 „ „ „ 3 1412772r 2 , • „ „ 314l7504r 2 , 

* Man vergleiche etwa: Legendre Geometrie, Buch IV, Satz XIV. Die 
hieher gehörigen Formeln sind : Seyen F, F' die Flächen des regelmassigen n Ecks 
in und um den Kreis; f, f die des regelmässigen 2 n Ecks in und um den Kreis, 
so ist: 

f = Vff 7 . f = 

* F + f 

Es folgt diess übrigens sehr leicht aus den im Texte angeführten Formeln. 
Denn man hat: 

r nr» . 360° , , . 180° . 180° „ _ . 90° 

F = — sin , f=nr*sin , F' — nr* tg , f' = 2nr*tg — , 

2 n n n n 

also 

. 180" 

ein - 

pn n»r* . 360° 180° n*r* „ . 180" 180° n , 4 . ,180° „ 

FF'= — sm tg = — . 2 sin cos . = n'r« sin* = f\ 

2 n * n 2 n n 180" n 

cos — — 

, 4 . 360° 180' o * 4 • » 180 ° • os - 180 " 

nVsin tg 2n l r*sin' 2nr»sin 

2FF' n * n n n 

F-ff~nr» . 360° , , . 180°"" , . 180° 180° . , . 180° ~~ 180° 

— sin f-nr'sra nr'sm cos p-nr'nn cos -f-1 

2 n 1 n n n n n 

4 . . 90° 90° 
4nr*sin — cos— 

= ^900-^ «■ 14 < 19 > und W> = 2nrl = f '- 

2cos* — 
n 

Nun ist die Fläche des Vierecks im Kreis = 2r*, um den Kreis = 4r 8 , also 
die des Achtecks (n = 4) : 

im Kreis = V8? = r» V8 = 2 8284271 r\ 

um den Kreis = £^Ty g = = 3 * 3137086 r ' u ' 8 - w ' 

3* 
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512Eck im Kreis: 31415138r 2 , 


um den Kreis: 3*1416321 r' f 


1024 „ „ 


- 


3 1415729t 2 , 


r* 




r» 


3 1416025v 2 , 


2048 „ „ 


n 


3'1415877r 2 , 


•» 






3 1415951 r 2 , 


4096 „ 




31415914r 2 , 




- 




3 1415933r 2 , 


8192 , „ 




3 1415923r 2 , 


r 


*• 


- 


3 1415928r 2 , 


16384 „ „ 




3*1415925r*, 








3-1415927 r*, 


32768 „ „ 




3'1415926r*, 






?» 

s 


3'1415926r', 


65536 „ 


*) 


3-1415926r t . 








- 



Man hat also : 

^^ = 3'1415926r', 32768r'tgS=3H15ä26r', 
2 65536 327oo 

d.h. 32768sin-^-= 3-1415926 = 32768 tg ' 



32768 a 32768' 

• 1-800 — 18?! _ 3-1415926 
SU1 32768 ~ tg 32768 " 32768 * 
180° 180.60.60 - 
Aber 32768 = -M768 - = 2 ° ^ blS ? De " 

zimalstellen genau: 

sin20" = tg20", 
mithin fiir jeden kleinem Winkel der Sinus der Tangente gleich, 
also, wenn « gleich oder kleiner als 20" : 



Bogen a 
sin a = — . 

'r 



Also z. B. 



. Bog.10" 2rrr.l0 n 

sin 1 0" — — - — = 

r 360. 60. 60. r 18.60.60' 

wodurch sin 10'' gefunden ist. (Zum Mittelpunktswinkel 360° = 

360 . 60 . 60 //- gehört der Umfang = 2 r/r, also hat man immer 360 

. 60 . 60 : 2r7r = 10 : Bog. 10".) Nach §.4 findet man hieraus 

cos 10" und wenn man in (9) und (10) §. 7 setzt a = 10", b = 10", 

so erhält man sin 20", cos 20"; setzt man dann a = 20", b = 20", 

so erhält man sin 40", cos 40" ; für a = 40", b = 20" erhält man 

sinl', coäl'; fiira = 1', b = 1' aber sin 2', cos 2'; füra = 2', b = l' 

dagegen sin 3', cos 3'. Wie man hier weiter gehen konnte, ist klar, 

so dass man die Sinus und Cosinus aller Winkel von Minute zu 

Minute (ja wenn man will von Sekunde zu Sekunde) berechnen 

konnte; daraus erhielt man dann nach §.4 die Tangenten und Co- 
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tangenten, so dass dieselben nunmehr als bekannt angesehen wer- 
den dürfen. Die Logarithmen derselben, um 10 vermehrt, sind in 
den trigonometrischen Tafeln zusammengestellt, deren Ein- 
richtungsart und Benützung immer in denselben angegeben ist. 

Anmerkung. Es lftsst sich allerdings noch ein anderer Weg zur Berechnung 
der trigonometrischen Funktionen aller Winkel von 0 his 45° (was genügt) denken. 
Nach dem in der Note eu §. 12 Gezeigten kennt man die trigonometrischen Funk- 
tionen der Winkel ron 0 bis 45°, -wenn man von 3° zu 3" fortschreitet. Da nach 
§. 14 der Sinus und Cosinus des halben Winkels aus dem Cosinus des ganzen ge- 
funden wird, so kann man Cosinus und Sinus von 1^° finden, und unter Anwendung 
der Formeln (9) und (10) in §.8 wird man jetzt die Sinus und Cosinus aller Winkel 
von l{" zu l4" finden können. Aus dem cos \\" findet man wieder sin j°, cos \° 
und kann dann von | n zu f° fortschreiten. Wie man diess weiter führen könnte, ist 
leicht zu übersehen. Von praktischer Bedeutung ist jedoeb dieser Weg nicht, da 
die wirkliche Berechnung doch in dieser Weis« nicht geführt wird. 

Die trigonometrischen Tafeln geben in der Regel die Logarith- 
men der trigonometrischen Funktionen nur von Minute zu Minute, 
für kleinere Differenzen muss man ein In terpolationsverfahren 
anwenden, das in den Tafeln selbst erläutert ist. 

Der innere Grund dieses Verfahrens lässt sich in folgender 
Weise erörtern. Man findet leicht, dass für sieben Dezimalen genau 
(wobei wir durch P den Winkel 1 Minute, durch n" den von n Se- 
kunden bezeichnen): # 

. Rog.l' 
sin 1' = — - — , cosr = 1. 
r 

_ 

also, wenn n < 60 : 

. Bog.n" 
sin n" = , cos n" — l. 

* 

Demnach: 

sin (A + n") = sin A cos n" -(- cos A . sin n" 

Bog.n" 



= sin A + cos A . 



r 



• Bog.n" _ 2rn.n n 
Aber — — - 300. 60. 60. r _ n ' 180.60.60' al8 ° 

■/AI U\ «AI C08A.7T 

sin ( A -f- n") = sin A -f- n . 



180.60.60 

Mithin erhält man den Werth von sin(A + n"), wenn man zu 

COS -A. T% 

sin A noch das nfache von 1Q . ' addirt; also ist die Differenz 
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sin (A-j-n") — sinA eben diesem nfachen Werthe gleich. Man 
weiss aber aus der Lehre von den Logarithmen, das's wenn p und 
q zwei wenig von r verschiedene Zahlen (beide grösser als r) sind, 
die Differenzen log p — log r, log q — log r sich verhalten, wie die 
Differenzen p — r, q — r, d.h. dass man (nahezu) hat: 
logp — logr: logq — logr = p — r:q — r. 
Wendet man diesen Satz hier an, so hat man : 
log sin (A -f- n ") — l°g sin A : log sin (A + 60") — log sin A 

= sin (A + n") — sin A : sin ( A -j- 60") — sin A, 
d. h. log sin (A + n") — log sin A : log sin (A + 60") — log sin A 



_ COS A ♦ 71 COS A. TT _ 

- " • 180 . 60 . 60 : ° U -180 . 60 . 60 ~ " : ° U ; 



folglich: 

• • / a tt \ , • t r l°g * in (A + 60") — log sin A ~l 
log sin (A + n") — log sin A = | — - 6Q 5 J n, 

i / a i ti\ i -Ai [ log sin (A + 60") — log sin AI 
log sin (A + n") = log sin A + y-- - ■ — - J n. 

Ferner ist 

Bog.n" 

cos (A + n") = cos A cos n" — sin A sin n" = cos A — sin A . — — — 

sin A . fr 
-cosA-n. 180 ^ 60 , 

woraus wie oben: 

log cos (A -(- n") — log cos A : log cos (A -f- 60") — log cos A 
= cos (A -f- n") — cos A : cos (A + 60") — cos A 
sin A.tt sin A . n _ fi 

_ n, 180.60.60 : bU •l80.60.60~ n;t)U, 

mithin 

log cos (A + 60") — log cos A 
log cos (A -f- n") — log cos A = — 1 (jo n> 

, , K „ x , » log cos (A + 60") — log cos A 
log cos (A + n") = log cos A -\ — - ■ — n. 

Weiter hat man : . cos A.n 

tt (A + n" ) - ^< A + nl# ) - SmA + "l80.60.60 
ig^-t-n ;_ cog(A ^- n>/ -_ sinA.TT 

cosA - n 180 60>60 

f . COS A. 71 \ { 8inA.7T A 

_ l S ' n A + " • 180760760 ) V C ° 8 A + " • 1 80 ■ 60 . wJ 

(sin A . 7t \ f . . sinA.TT V 
,0SA ~ T " 180.60.6o J l C0S A + " 1 80. 60. 60 J 
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multiplizirt man wirklich und beachtet, dass die Grössen: 

(sin A . n V t . f ix V 

n 180. 60. 60^ V" SmAc ° sA ll80.60.6oJ 
immer sehr klein sind, so erhält man (genau genug) : 

sin A cos A + n (sin' A + cos' A) n 

*< A + »"> = ^ 

= t 8 A + n - 180. 60. 60. cos« A' 
woraus ganz wie früher: 

l o g t 8 (A + n>^.o g t 8 A + 1O g t ^ A + y- |0 ^^ n. 

Endlich ist 

log cotg (A -f n") = log [ — tg (90 0 + A + n" J, 
also wenn man in der vorigen Formel 90°-)- A für A und zugleich 
— tg für tg setzt: 

log cotg (A + n") = log (- tg (90° + A)) 

iog[-tg(A+90 0 +60-)1-log[^tg(90°+A)] 
^~ 60" 



= logcotgA + 10gCOtg(A + y- 10gC ° tgA n. 
Die Grössen 

log sin (A -\- 60") — log sin A log cos (A -f- 60") — log cos A 

60 ' 60 

log tg (A + 60") — log tg A log cotg (A + 60") — log cotg A 
60 ' 60 

(von denen freilich die zweite und vierte nach §. 5 negativ sind) 
heissen die Differenzen von log sin A, log cos A, logtgA, log cotg A 
für 1" und sind in den Tafeln angegeben. Da 

Iogcotg(A + 60»)-IogeotgA = lo g tg(A + 60 ^ - lo g^A = 
- log tg(A + 60") + logtgA, 

mithin 

log cotg (A + 60") — log cotg A _ _ log tg (A -f - 60") — log tg A 

60 ~~ 60 

so sind also die Differenzen für 1" bei logtgA und log cotg A ein- 
ander gleich, wesshalb in den Tafeln nur eine Kolumne für dieselben 
eingeführt ist. Die Grössen 
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log cos (A -|- 60") — log co s A log cotg (A -f - 60") — log cotg A 
60~ ' * 60 
sind übrigens wie gesagt negativ (§. 5), während in den Tafeln bloss 
ihre positiven Werthe angegeben sind. Daher rührt es, da6s für 
log cos und log cotg Subtraktionen zu machen sind. 

Die doppelte Bezeichnung der Tafeln (d. h. der Eingang von 
oben und unten) erklärt sich sofort aus den Gleichungen (8), wäh- 
rend die Gleichungen (13) deutlich genug zeigen, wie man die tri- 
gonometrischen Funktionen für Winkel >• 90 u zu suchen habe. 

Ehe wir zu Zahlenbetspielen übergehen, wollen wir nun zuerst 
den zweiten Weg aus einander setzen, auf dem man die trigonome- 
trischen Funktionen hätte berechnen können. Wir bemerken dazu 
nur noch, dass diese zweite Darstellung Lionnet zugehört. (Ver- 
' gleiche Grunert's Archiv, Theil VI, S. 205.) 

§. 16. 

Bezeichnen wir den zu einem (Mittelpunkts-) Winkel A, den wir 
nicht über 45° voraussetzen, in einem Kreise vom Halbmesser r 
gehörigen Bogen durch a, so ist nach §.15: 

sin A < — . (a) 
r 

Ferner ist nach §.14: 

sinA = 2sin^cos : ^, cos^= 1 — 2sin*^, 

also . . A . A . t A 

sin A — 2 sin — — 4 sin — sin — . 

2 2 4 

A A 

Aber da der zu - , — , in demselben Kreise gehörige Bogen 

2 4 

+ 

ä st • 
auch — , — , — ist, so hat man ebenfalls : 
" 4 

. A ^ a . A ^ a . f A _ a f 
^2 < 27 ,Sm 4 < ^ Sm 4 < l67" 
also A t A a a* . a s 

48ln 2 8in 4 <4 -27 T6? ,d - h < 87" 
mithin offenbar: 

A a 3 
sinA>2sin--^ rs . 
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A A 

Ganz eben so (indem man nach einander -, — , .... fär A, also 



a a 



— , j, .... für a setzt) : 



. A ft , ■ A a ' 

. A . A a s 
sin->2sin-~i.^ s , 



.... r~ 

A . m 

sin 



A w Ä . A 



2B _t > 2sm 2 » l'2»(— *) r r 

Aus diesen Beziehungen folgt, wenn man die erste mit 1, die 
zweite mit 2, die dritte mit 2*, die vierte mit 2 \ . . . . , die letzte mit 
2 n ~ l multiplizirt: 

sinA>2sin| — ^ v 

2sm->2 , sin-— 

2t • A , . A . a' 
, sin->2 8 sin-— i.^ä, 

23sin4>2*sinA-j. a$ 



• • • • 

A . „ . A a' 



Hieraus folgt durch Addition: 
sin A + 2 sin | + 2* sin ^ + .... +2 n " 1 sin ^ > 2 sin |+ 2*sin ~ 

+ .... + 2^sin^ + 2-sin|-S^0+^ + ^ + fe + .... 

d.h. wenn man das weglässt, was beiderseitig gleich ist: 

S inA>2" S in|-ji-i[l+i + i+l+.... + ? ^]. 

Dividirt man beiderseitig mit-, sohatmanl da2 n sin— = j 1: 
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A 

sin 

sin A 



r 2*r 

A 

Denken wir uns nun n werde immer grösser, so wird — immer 

A a 
kleiner, mithin nach §. 15 sin — sich immer mehr — nähern, d.h. 

z £ r 

für ein unendlich grosses n ist sicher zu setzen : 

. A 

a "~ 
2 B r 

Ferner lehrt die Behandlung unendlicher geometrischer Reihen, 
dass alsdann 

+ 2«^2 4 ^ , 1 1— } _ 3' 

l ~7 

somit also, da obige Beziehung för jedes, also" auph für ein unend- 
liches n gilt: 



d.h. . . . a 1 /^a*\ s 

8,nA> 7-OW- (b) 

Ganz eben so ist natürlich: 

. A^ t a 1 1 f*y . A a 1 1 f&y 
also auch 

>iVCv) ""2.2.3.4 1 G) + 2T3Ü e (7) ' 
d.h. da 2.2.4 8 =2 8 : 

sin'^^) -3^(7) ' 

mithin 

4 sin | sin^ > 4 . [5; - 3754(7) ] [> (7) ~ 372*63 ] 
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d.h. . A- . t A /* a"\' 1AV, , 1 r«^' 
also gewiss auch . A . t A^ 1 A^ 3 1 A^* 

— ■ *t<«*t-K7)'+P»©'-.' . 

. A A 1 /"aV . 1 fa.\* 



mithin 

sin 



• • • • 



A A 1 AA', 1 faY 

••» ä=i < 2s«-- ^ (- J + ^ (- j . 

Dasselbe Verfahren wie oben gibt hieraus : 
iin A<2»s i n|-l,(») , [ H -^ r+ J i + .... + 2 ^,] 

"^pC?.) [ 1 + 2 , "'"2 i "'" - "'"^2 TT:rr ]' 



Dividirt man wieder durch - und lässt n = 00 werden, so hat man : 

<i__i_rtY + jL!Lr-v 

^ 3.2» Vr^^'.löW 

<>-^+bfe<S)' ; 

■ • , " A< =7-Ö(r)'+iX4^(T)'' <•> 



Also weiter 
sin - < 



± * f»Y, 1 faV 

2r 2.3.2 3 Vr>' ^ 2.3.4.Ö.2 6 V r ^ ' 

a 1 r a ^ 3 _j___L_ r^v 

Sin 4^2«r 2.3.2«V7>' + 2.3.4.5 . 2 10 W ' 
^ 225.2 ,6 Vr>' 
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Da wir A nicht >45° voraussetzen, so ist - nicht > - I da 

r 4 v - 

fiirA = 45°, a = 2r 3 go 45 = "jO» d.h. j< 1, also ganz sicherlich 

?_ rtY + _j_ riV - < o • 



d.h. 

45.2 

mithin eben so sicher 



. ,A lfaV 1 1 AV , 1 1 AV 
4sinf sin'f < 4 (7) + jg^j-. (7)"] 

G) 3 2" 8 (?) + 45 2^(7) 1 
2'XrJ 2 , V r >' ~ l "5*2 t0 V r / 27'2 t4 V r >' 



< 

~ 1 ~675'2"Vr>' ' 



675 2 

mithin da wieder _ ± . ^ (i) + ^ . ^ (^) < 0 : 

. . A . ,A ^ 1 f*y 1 faV , 1 1 AV 
4s , n - 81 „._<_(_j -^-) + F 2r.t 7 J , 

also endlich 

,nA> 2 ,4-±( f )- + i i (i) , _l.X(i)', ' 

*t>»*i-j.(0 , +^(7)-t^e)' 

* Für A = 90° wäre j = | und log (^45 . 2 l * . )') = 5 80382, 
log ( 225 - 2 "-(!) lü ) = 821776, also 225.2" Q) 1 °>*5.2 1, .(|)" f 

mitnin £5 * 2^5 C^3 *^ 22~5 1F* C ' ** S ° dieselbe Grösse im Texte noch 
negativ, selbst wenn A — 90°. Alle frtibern Besiehungen gelten ohnehin auch bis 
A = 90°, so dass alles hier Gesagte für die Winkel von 0° bis 90 ft gilt. 
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• • . . • 

Behandelt man diese Grössen wie oben, dividirt wieder durch 

a 

— und l£sst n unendlich werden, so erhält man : 

^ > , _ 1 (L) * , 1 _J_ (t) 4 

a >\ 2»' \yx) + 2 7 * \Vx) 
r 2" . 2* 

_I J_ _L_f a Y 

>t 1 r a Y| i r»v i fay 

2.3 Vr^ ^2.3.4.5 v r ^ 2.3.4.5.6.7 V r y ' 

**>7-n(0+*^n(i)'-i=T(7)' » 

Stellt man diese Resultate zusammen, so hat man: 



a 

sin A < — , 
r 



2.3W' 

i /vy. ' f*v 

r 2.3 Vr-/ " r 2.3.4.5 V r ^ ' 

>i__Lriy + _L_riV ! rty 

r 2.3V r ./ ^2.3.4.5v,y 2.3.4.5.6.7 V r * 



(27) 



r 

richtig für alle A von 0° bis 90°. Man könnte diese Betrachtungs- 
weise leicht fortsetzen, und es ist das Gesetz auch in den ange- 
gebenen Gliedern bereits deutlich ausgesprochen. , * - , 
Man hat nun eben so: 

cosA = 1 — 2sin*^, 

aber nach (27) . A ^ a . f A ^ a* 

sl „-<_,sm-< f?) 

a,8 ° cosA>l- 4 (i)*. (.') 

Ferner nach (27) 

. A a 1 fay t A^ a a 1 AV 

Sin 2 > rr-2^V7> • Sln 2 > 4?~3^V77 
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,11 faV . ,A- a« 1 raV 

Weiter nach (27) 

8in i < Tr - O 5 (0 ' + is 1 !"' (0 * 

sin 2 < , - ? . y-) p - ig- 2^ VrV 

oder da - h ■ h (7) +. i • 2^ (7) < 0 : 

. , a r*y 1 / a ^ • 1 (±\ ' 

sin 2 ^ 4 V r y 2.3.4.2 V r V 2.3.4.5,. 6.2 Vr^ ' 

u. s. w., d. h. 
cosA < 1, 

»-*(»' 



> J -iß) +270(7) "2.3.4.5.6(7) ' 



(28) 



über 45° ist, wo dann - < 1 , berechnet werden können. Setzt 



Die Beziehungen (27) und (28) "geben ganz deutlich zu erken- 
nen, in welcher Weise sinA und cosA, namentlich wenn A nicht 

a 
r 

man z. B. - 
«nA = 7- 273(7) +2:37475(7) = 7L 1_ »(7) 

Ton \ - 




120 v r 

so ist der Fehler, den man dadurch begeht, weniger als 

1 fay L-fiY 

2^7 W ~5040V r 7 ' 
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2m. 10 



360 



und man hat sin A etwas zu gross. Für A = 10° z. B. ist a = 

= als ° r = W mithi " 

18 5 V18y ^120 V18^ 18L 1 «VisJ 

"*"'l2o(l8) 1' 
mit einem Fehler kleiner als Cl|) =0*00000000098, so 

dass also auf 9 Dezimalen genau der sin 10° gefunden werden kann. 
Hätte man gesetzt: 

»» a = 7 - * (7) '+ nö (7) - mö (7) ' 

so wäre der Fehler kleiner als 

1 faV 1 
2....9V r 7 362880 VrV 

und würde für A = 45 °, also 7 = j betragen : 0*00000031 und hätte 

also erst in der 7 ten Dezimale Einfluss. 

Es geht ferner aus diesen Beziehungen hervor, mit welchem 
Rechte man für kleine A etwa 

a a faV 
sinA = — , oder sinA = £1 — I , 

setzen darf, d. h. welches die oberste Gränze des begangenen Fehler ist. 
Da, wie man leicht findet: 

fürA= 29' noch J (-)'< 0*0000001 , ' 



n A = 6° 56' 32" „ (7) 8 < 0 0000001, 
„ A= 1'32" n i < 0*0000001 , 

- A = 2»15<18<< „ 1 (f) <0( 



•0000001 * 



• x^. » u j. „ , , 0 • 180° 180.60.60' 

* Die Berechnung dieser Grfisien ist die folgende. Sey A = = 
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so darf man also, ohne einen Fehler in der siebenten Dezimalstelle 
zu fürchten zu haben : 

bis A = I'32" setzen cosA= 1, 

„ A= 29' „ sinA = ^, 

r 

„ A = 2°15'18" „ ewA = l—k(j) , 

. A = 5«56'32" „ sin A = i-i(i) , =i[l-*(i)']. 

Diese letztern Beziehungen sind natürlich schon an und für sich 
von grossem Interesse und wir werden später auch Gebrauch davon 
zu machen Gelegenheit haben. Wir wollen nun zunächst für eine 
Reihe von Winkeln die trigonometrischen Funktionen aus den Tafeln 
bestimmen, und umgekehrt die Winkel aus den gegebenen trigono- 
metrischen Funktionen. 



so ist — = — , und man setze: 
r n 

iCnO' = 00000001 ' n = , * logn = 2-5710994, 

V 0 0000006 

» 

so i8t log 180 60 60 = 3-2404756, 180 - 60 - 60 " = 1739 7" = 28' 59 7", also 
n n 

nahe 29'. 



4 GfX = 0 • 000000, • n = ■ * » l0 « n = 148131S6 ' 

V 00000120 



^lÄ^WJO = ^33^^ l?O^6O 1 ' :=21392 . =5056/3 ^ nahe6u 
n n 

i | - Y = 0-0000001, n = * log n = 3 8466348, 

2Vn_/ V 00000002 * 

, 180.60.60 %MAtXAe% 180.60.60" nni , 

l 0g = 1-9649401, = 92" = 1' 32". 

n n 

~ = 0 0000001, n = * , logn = 1-9020971, 

V 0-0000024 

■og 180 - 60 - 60 = S-9094779, "»•«■»•»" = 8U8« = 2« 15" 18". 
n n 

Die oben betrachtete Grösse — ist übrigens gleich der Lange eines mit einem 

r 

Halbmesser = 1 «wischen den Seiten des Winkels A gesogenen Kreisbogens. 
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Benützung der Tafeln der trigonometrischen Funktionen. 49 

§•17. 

1) Zu suchen: .' • 

log sin 54° 13' 19-7". logtg 30° 50' 27*6". 

log sin 54° 13' = 9*9091461, log tg 30° 50' = 9 7759077 
19-7.1517 = +299 27*6.47*83 = + 1320 

log sin 54° ia' 19-7" = 9 9091 760 log tg30° 50' 27-6" = 9*7760397 
logcos 74 0 57'26'9". Iogcotg86 0 32'£4*5". 

logcos 74°57' =9*4144082, logcotg86°32'20":=8*7816216 
26-9.78-36 = —2108 4-5.349-5 = —1573 

logcos74°57'26-9 // =9 , 4141974 logcotg 86°32'24-5"=8*7814643 

2) Es sollen die vier trigonometrischen Funktionen von 
102° 22' 56-8" gesucht werden. Nach §. 9 kann diess in doppelter 
Weise geschehen, indem 

102°22'56*8" = 90° + 12°22'56'8" = 180° — 77°37'3*2" 
logcos 12°22' =9-9898043 
56-8.4-62 ^ —262 
log sin 102° 22' 56-8" = 9*9897781 
log sin 77° 37' =9*9897766 
3*2.4-62 = +15 



log sin 102" 22' 56*8" = 9*9897781 
log sin 12° 22' =9*3307527 
56-8 .95*9 8 = +5451 

logcos 102° 2^56-8" = 9*3312978(— ) * 
logcos 77°37' =9-3313285 
3-2.95-98 = —307 
log cos 1 02° 22' 56 *8" = 9*33 1 2978 ( — ) 
logcotg 12°22' =10*6590516 
56*8 .100-59 = -5713 
log tg 1 02° 22' 56-8" = 1 0*6584803 ( — ) 
logtg 77° 37' =10*6584481 
3*2.100*59 = +3 22 

N logtg 102° 22' 56*8" = 10*6584803" 
logtg 12°22' = 9*3409484(— ) 
56*8.100*59 == +5713 
logcotg 102°22'56*8" = 9*3415197 (-+) 



* Da« zugefügte Zeichen (—) bedeutet, dass cos 102° 22' 56*8" negativ ist; 
ähnliche* Bedeutung kommt demselben Zeichen in den folgenden Fällen tu. 
»iengrer, eben© Trigonometrie. 4 
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logcotg 77° 37' -=9-3415519 
32.100-59 = —322 

log cotg 102° 22' 56*8" = 9*34151 97 (— ) 

3) Die vier trigonometrischen Funktionen von 196° 13' zu suchen. 

196° 13' = 180°+ 16° 13' = 270° - 73° 47'. 
log sin 16° 13' = 9*4460250 
log sin 196° 13' = 9*4460250 (-) 
log cos 73« 47' = 9-4460250 
log sin 196° 13' = 9*4460250 ( - ) 
jog cos 16° 1 3' = 9-9823674 
lo^os 196° 13' = 9-9823674 (-) 
jogsin 7 3° 47' = 9-9823674 
log cos 196° 13' = 9-9823674 (—) 
logtg 1 6° 13' = 9*4636576 
lo^tg U)6° 13' = 9*4636576 (+) 
log cotg 73° 47' = 9*4636 576 
log tg 196° 13' = 9*4636576 (+) 
logcotg 16" 13' = 10*5363424 
log cotg 196° 13'= 10*5363424(+) 
log tg 73° 47'= 10*5363424 
logcotg 196° 13' = 10*5363424 (+). 

4) Die vier trigonometrischen Funktionen von 300° 47' 20" zu 
suchen. 

300 ü 47' 20" = 270° + 30° 47' 20" = 360° — 59° 1 2' 40". 



log cos 30° 47' 


= 9*9340482 




20.12*55 


= —251 




log sin 300° 47' 20" 
log sin -59° 12' 


= 9*9340231 (- 
= 9*9339729 


-) 


40.12*55 


= +502 




log sin 300° 47' 20" 


= 9*9340231 (- 




log sin 30° 47' 


= 9.7090943 




20.35*33 


= +707 




log cos 300° 47' 20" 


= 9*7091650 (+) 


log cos 59° 12' 


= 9*7093063 




40.35-33 


= -1413 





log cos 300° 47' 20" = 9*7091650 (+) 
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logcotg 30°47' =10-2249538 
20.47-88 = - 958 
log tg 300° 47' 20" = 1 02248580 (~ ) 
logtg 59° 12' = 10*2246666 
40.47-88 = +1915 
logtg 300° 47' 20" = 10-2248581 (~) 
log tg 30°47' =-9-7750462 
20.47-88 = +958 
log cotg 300° 47' 20" = 9*7751420 (— ) 
logcotg 59° 12' =9-7753334 
40.47- 88 = —1 915 
log cotg 300° 47' 20" — 9*7751419 (—). 
Obige Beispiele umfassen alle vier Quadranten. Ist ein Winkel 
über 360°, so lässt man von ihm so viele Male 360° weg, als diess 
möglich ist (§. 9) und sucht vom Rest die trigonometrische Funk- 
tion. Zur Uebung legen wir vor: 

log cos 571°41' 48-8" = 9*9298478 (— ), 

log cotg (— 1 083° 37' 49- 1 ") = 1 1 • 1 975978 (— ), 

log sin 785° 24' 10" = 9*9586863, 

log sin (— 933° 0' 40* 1 ") = 9*7362387, 

log cotg 907° 19' 26" = 10 8910065, 

log cos (— 1586*18' 35*7") = 9 9201496 (— ), 

log sin 686° 1 1 ' 48*8" = 9-7453409 (—), 

logtg (—566° 33' 54-2") = 9*6989700 (—), 

log tg 939° 37' 40" = 9-9 1 80770, 

log sin (— 842° 54' 4*6") = 9*9240764 (— ), 

log cos 1325° 47' 32 • 1 " = 9'6 1 28330 (-), 

logcos(— 974°46'26*9") = 9*4193355 (— >. 

' -.. '§. 18. 

Ist nun umgekehrt der Logarithmus einer trigonometrischen 
Funktion eines Winkels gegeben, so kann letzterer den Tafeln ent- 
nommen werden, vorausgesetzt, dass man zuvor wisse, in welchem 
der vier Quadranten der Winkel liege. Dazu genügt es (§. 9) die 
Vorzeichen von Sinus und Cosinus, oder von Sinus und Tangente 
zu kennen, welch letzteres otfenbar auf das erste zurückkommt. 

Die im ersten Quadranten liegenden Winkel können aus den 

4* 
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52 Zweiter Abschnitt. 

Tafeln ganz unmittelbar entnommen werden; liegt der Winkel im 
zweiten Quadranten, so sucht man den Winkel im ersten Quadran- 
ten, der dieselbe trigonometrische Funktion hat, und subtrahirt ihn 
von 180°; läge der Winkel im dritten Quadranten, so hätte man 
jenen Winkel des ersten Quadranten zu 180* zu addiren; endlich 
müsste er von 360° abgezogen werden, wenn der Winkel im vierten 
Quadranten liegen würde. 

Dass man hier nicht über die vier Quadranten hinausgehen wird, 
ist klar, da ein Zu- oder Abzählen von 360° ganz beliebig gestattet 
ist (§.9). - 

Wir wollen nun wieder einige Beispiele als Muster aufstellen. 

1) log sin x — 9*7362387 (+), cosx ebenfalls positiv, 
log sin x = 9-7362387 

logsin33°0' = 9-7361088 = 40 08", x = 33° 0' 40*08" 

1299 62 41 

2) logcotgx — 10*1317658 (+), sinx ebenfalls positiv, 
logcotgx =10*1317658 36° 26' 60" 

logcotg36°27' = 10 1315840 i|iji = 41-2'\ -41*2 



1818 x = 36°26'18*8" 

3) logtgx = 10*3 176782 (—), sinx positiv. 

logtgx= 10*3176782 179°59'60" 
log tg 64° 18' = 10*3176135 T^ = 120'', — 64 18 12 0 

647 x = 115°41'48*0" 

4) log sin x = 9.7958800 (— ), cos x negativ. 

log sinx = 9*7958800 180° 
log sin 38° 40' = 9 7957330 i^ = 55*8", + 38 40' 55*8" 

1470 x = 218°40<55*8" 

5) log tg x = 9-7408015 (— ), sin x ebenfalls negativ. 
logtgx = 9*7408015 359°59 / 60" 

log tg 28° 50' = 9*7407672 -^^ = 6*8", —28 50 6*8 



343 x = 331° 9' 53*2" 

6) logcotgx = 11*1976009 (+), sinx negativ. 

logcotgx = 11 1976009 3°37'60" 180° 
logcotg3°37' 50" = 11*1975677 —0*9 +3 37' 49*1" 

332 3°37'49*1" x = 183°37'49*1" 

J*A = 09 << 
333*4 
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7) log cos x = 9*9201496 (— ), sin x positiv. " 

log cos x = 9*9201496 33 °41' 60" 1 79°59' 60" 

logcos33°42' = 99200994 —35*7 —33 41 243 



502 33°41'24*3" x = 146° 18' 35-7" 

1404- J57 
Zur Uebung legen wir noch vor: 
logtgx = 9*6989700 (-f), sinx negativ, x = 206° 33' 54 2", 
log cos x = 9*6956033 (—), sinx positiv, x = 119° 44' 41 6'V 
logcotgx == 9*8750611 (—), sin x positiv, x = 126°52< 11-6", 
log sin x = 9*9240764 (—), cosx positiv, x = 302° 54' 4 6", 
logtgx= 10*2649570 (+), sinx negativ, x = 241°29'45", 
log sin x = 9-7953500 (+), cosx positiv, x = 38°37'34\5", 
log cos x = 9*4193355 (—), sinx negativ, x = 254° 46' 26*9", 
logcotgx = 10-1368230 (—), cosx positiv, x == 323° 52' 47". 
Es versteht sich von selbst, dass wenn zwei trigonometrische 
Funktionen desselben Winkels etwa gegeben wären, dieselben den 
in §§. 3 und 4 aufgestellten Beziehungen genügen müssen. 

§. 19. 

In den Anwendungen liegt die Aufgabe gewöhnlich so, dass 
man die trigonometrischen Funktionen in grössere Ausdrücke mit 
verflochten erhält und nun aus diesen Ausdrücken vermittelst loga- 
rithmischer Rechnung gewisse unbekannte Grössen suchen muss. 
Wir wollen diess an einigen Beispielen erläutern, die zugleich statt 
allgemeiner Darlegung dienen sollen. 

1) x — 21 13*4 . ~ ; — . _ Q _ _ . „ ^ 

7 sin42 e 28'59'7" 

log 21 13*4 = 3-324981 7 

log sin 70» 34' 17" = 9 9745378 

E . log sin 42« 28' 59*7" = 0' 1 704552 * " ™ ü 1 U4 ' 



logx = 3-4699747 



* Das Vorzeichen E bedeutet die dekadische Ergänzung, welche man 
erliält, wenn man statt des betreffenden Logarithmus diejenige Zahl anschreibt, 
deren Ziffern mit jenen des Logarithmus 9 betragen. Man hat nämlich: 
logx = log 21 13*4 -f- log sin 70°34' 17" — log sin 42° 28' 59 7" 
^ 3-3249817 -f 9 9745378 — 10 — [9 8295447 — 10 1 
.= 3-3249817 + 99745378 ~ 10 — [— 0. 1704552 1 
^ 3 3249817 H- 9 9745378 -fO- 1704552— 10, 



s 

Digitized by Google 



54 Zweiter Abschuitt. 

• sin 24° 8' 45" 

2) x _ 6500 . C0S 3f0 49 / 5Ö // . cos 34° t' 25"' 

log6500 = 3*8129134 
log sin 24° 8' 45" = 9 61 1 7876 
E . log cos 31 0 49' 50" = 0*0707796 x = 3775'96. 
K. log cos 34° 1' 25" = 0-0815465 

logx = 3*5770271 

4 V72Ö log 2 = 0*3010300 

3) sin x = 2 i i 0 g 720 = 1 '4286662 

E. log 64 = 8' 1938200 * 
log sin x = 9 92351 62^ 

8227*32 sin 38° 37' 38-3" 



x = 56°59'5-0". 



4) tg X ~ 7014*23 sin52°44'22*2"' 

log 8227-32 = 3-9152584 
log sin 38° 37' 38-3" = 9*7953600 

E . log 7014-23 = 6 15401 99 x = 42°36'49 8". 
E . logsin 52°44' 22'2" = 0*099 1462 
log tgx = 9*9637845 

s. _ 51612-06 1 

) COtgX -" 9389-28 *tg35 0 23' 6"' 

log51612'06= 4-7127512 
E Jpg 9389-28= 6*0273676 
E.logtg35°23'6"= 0-14857 70 
log cotg x = 1 0*8886958 

_ t gll°39'5 2-l" 
' gX tg56°24'4 7 5"* 



x = 7°21'45*l". 



was ganz offenbar auf das im Texte Angegebene herauskömmt. Statt also den 
Logarithmus einer trigonometrischen Funktion zu subtrahiren, wird man bloss seine 
dekadische Ergänzung addiren. 
Im dritten Beispiele wäre: 
log sin x = log 2 + i log 720 — log 64 = 0 3010300 + 1 '4286662 — 1 8061 799 
= 0-3010300 + 14286662 -4- 10 — 1*8061799 - 10 
= 0301 0300 + 1 '4286662 -f 8- 1938200— 10, 
so dass man statt den Logarithmus einer Zahl zu subtrahiren, die dekadische Er- 
gänzung desselben addirt, aber von der Summe schliesslich 10 weglassen muss. 

♦ Die Bedeutung dieser Abkürzung ist in der vorangehenden Note bereits 
erläutert. 



> 
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log tg 1 1 0 39' 52* 1" = 9-314801 i 
E log tg 56 * 24' 4'5" * = 9-8224080—10 x = 1 72 0 1 1 ' 25'4". 
logtgx = 9-1372091 (-) 

\/ sin5°23'24".sin66°51'2" 

7) tgx— V s inll5 0 41'44''.sin43°27'18''* 
log sin 5° 23' 24" = 8 9728253 

log sin 66 0 51 ' 2" = 9*9635435 
E.logsinllö°41'44" = 0*0452218 x = 20« 28' 15.9". 
E . log sin 43° 27' 18" = 0' 1625474 

19-1441380 
dividirt durch 2 : 9 5720690 = logtgx. 

8) x = 857 sin 102° 22' 56'8" + 1098 cos 210° 1 ' 26*8". 

log 857 = 2-9329808 
log sin 102° 22' 56*8" = 9*9897780 857 sin 102° 22' 56*8" 

2-9227588' =837*064 
log 1098 = 3*0406023, 
log cos 210° 1' 26-8 ' = 9*9374251 (-) 

2*9780274 ( ) 

1 098 cos 2 1 0 0 1 ' 26 -8" = — 950*665 
. x=- 113*601 

cos 24 ° 1 0' 8" cotg 64^58' 59'5" 
9 > tgX= cosll5°57'48" * 

log cos 24° 10' 8" = 9-9601579 

log cotg 64° 58' 59 -5" = 9'6690051 x = 135°47'öö-2" 

E . log cos 115° 57' 48" = 0*3587283 (— ) " 

lagtgx = 9-9878913<-) 

520. sin 23° 25' 
1 0) cotg x _ 31 2 gin 23g0 16; gin 32 o 52 ,. 

log 520= 2 7160033 
log sin 23° 25'= 9*5992441 

E.log312= 7*5058453 \-uw±frR» 
E. log sin 238° 16' = 0*0703229 (-) ' 
E.logsin32°52'= 0*2654514 - 
logcotgx = 10*1568670 (— ) 

* Dalogtg56°24'4'5" = 10* 1775919, so wird man zuerst 10 abziehen, was 
durch — 10 angedeutet ist, und dann die dekadische Ergänzung von 0*1775919 
addiren. 
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32554 sin 68° 42' 

H > SmX = 415^64 * 

log 325-54 = 2*5126044 

logsin68°42' = 99692720 x - 2 26»51'47-9" 
E.log415-64 = 7-3812826 X ~^ b 01 47 y ' 
log sin x = 9 8631590 (-) 
Diese Beispiele mögen genügen. Wir haben in denselben je- 
weils für x den kleinsten positiven Winkel gewählt, der der Aufgabe 
genügt. Wir wollen jedoch hier noch die Untersuchung über die- 
jenigen Winkel beifügen, welche dieselbe trigonometrische Funk- 
tion haben. 

1) Sey bloss gegeben: 

sin x = a 

und a positiv, so wird man für x einen zwischen 0 und 90° liegen- 
den Winkel erhalten; derselben Gleichung genügt aber auch der 
Winkel 180° — x (§. 9), so wie alle Winkel, die man durch Zu- oder 
Abzählen von 360° von diesen zweien erhält; so dass x, 180° — x, 
n.360°+x, n.360°-f 180°— x, x — n.360°, 180°— x— n. 360°, 
wenn n — 1, 2, .... ist,- alle möglichen Winkel sind, für die sinx = a 
ist. So würden im Beispiel Kr. 3 für x erhalten werden können : 
56°59'5' / , 123° 0' 55", 360° + 56° 59' 5", 2 . 360°+ 56° 59' 5", .... 
360°+ 1 23° 0' 55", 2 .360°+ 123*0' 55", 123°0'55" — 360°, 
123°0'55''~ 2.360°,...., 56°59'5"— 360°, 56°59'5" — 2.360°, .... 

Ist a negativ, so erhält man für x einen zwischen 180° und 270° 
liegenden Werth, und alle Winkel, für welche sinx = a, wären: 

x, 540°-x, n.360° + x, n.360° + 540° — x, x — n.360°, 

540° — x — n.360°. 

Dass der Werth von a zwischen — 1 und + 1 liegen muss, ver- 
steht sich von selbst. 

m * 

Wäre a = 0, so hätte man die Winkel: 
0, 180°, n.360°, n. 360° +180°, — n.360°, — n. 360°+ 180°. 

2) Sey bloss gegeben : 

cos x = a, 

und a positiv, so erhält man einen zwischen 0 und 90° liegenden 
Winkel, und alle Winkel sind: 

x, 360° — x, n . 360° + x, n . 360°+ 360° — x, x — n . 360°, 

360° — x — n . 360". 
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Ist a negativ, so.erhält man einen zwischen 90° und 180° liegen- 
den Winkel x, und alle Winkel, für welche cosx = a ist, sind: 

x, 360° — x, n . 360°+ x, n . 360° + 360° — x, x — n . 360°, 

360° — x— n.360°. 

Für a = 0 hat man die Winkel 90°, 270°, 90° -}- n . 360°, 
270° + n . 360°, 90° — n . 360°, £70° - n . 360°. 

3) Sey bloss gegeben : 

tgx = a 

und a positiv, so erhält man einen Winkel x zwischen 0 und 90°, 
und alle möglichen sind-: 

x, n.l80°+x, x — n.180 0 . 

Für ein negatives a liegt x zwischen 90° und 180°, die Winkel 
sind aber wie so eben bestimmt. 

Für a = 0 hat man 0, ± n . 180°. 

4) Sey endlich bloss gegeben: 

cotgx = a, ^ 
so erhält man für ein positives a einen Winkel zwischen Ö und 90°, 
für ein negatives zwischen 90° und 180°; alle Winkel sind alsdann: 

x, x + n.180 0 , x — n.180 0 . 

Ist a = 0, so hat man 90°, ± n . 180°-f 90°. 

Wir fugen schliesslich noch das Verfahren bei, nach welchem 
man aus den Tafeln, wenn man den Logarithmus einer trigono- 
metrischen Funktion eines Winkels kennt, den einer andern Funk- 
tion desselben Winkels berechnen kann, ohne den Winkel selbst 
aufzuschlagen. 

Sey x der unbekannte Winkel, X eine trigonometrische Funktion 
desselben (z.B. sinx), die mau kennt; £ eine andere trigonometri- 
sche Funktion von x (z. B. tgx), die man sucht. (Genauer gespro- 
chen: Man kennt logX und sucht log£.) In den Tafein wird nun 
log X nicht geradezu enthalten seyn ; sey also in der gehörigen 
Kolumne logX' der nächst vorangehende, logX" der nächst folgende 
Werth, so wird man in denselben Horizontalreihen log£' und log £" 
erhalten. Sind x', x y/ die zu X' und X", also auch zu £' und £" 
gehörigen Winkel, so hat man nun (§. 15): 

log X" — log X' : log X — log X' = x" - x' : x — x' 
log f " — log ? : log £ — log f = x" - x' : x — x% 

d. h. 
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58 Zweiter 
log X" - log X' : log X — log X' = log g" - log g' : log g - log g' 

gS g * logX"-logX' 

log g = log * + QogX-logXQOogr-logr) 
"gs "fes -r logX"~logX' 

Die Differenzen log X" — log X', log g" — log 5' stehen nicht 
geradezu in den Tafeln, wohl aber deren 60**' Theil, wenn die Tafeln 
von Minute zu Minute gehen ; da aber diese beiden Grössen in ein- 
ander dividirt sind, so kann man offenbar ihren 60 ten Theil, d. h. die 
entsprechende Differenz für 1", für sie setzen. Wir wollen an einem 
Beispiele zeigen, wie diess Verfahren anzuwenden ist. Sey gegeben 
log sin x = 9 9340231, man soll logcosx, logtgx, logcotgx be- 
rechnen. 

1) logX' = 9*9339729, Diff. 1"= 12-55, logg' = 9*7093063, 
Diff.l" = — 35-33, logX = 9-9340231, log X — log X' = 502 

(logX - logX') (logg" - logg') _ 502 . 35-33 
■logX"-logX' 12-55 
logg' = 9-7093063 
— 1413 
logcosx = 9*7091650 

2) log X, log X' wie vorhin, log g'= 10*2246666, Diff.l"=47*88* 
(log X- log X') (logg"- log g') = 502.47*88 

logX" — logX' 12*55 AyAo * 

logg' = 10-2246666 

+1915 

logtgx = 10*2248581 

3) logX', logX wie früher, log g / =9-7753334,Dift , .l"=— 47*88. 
(log X — log X') (log g" — logg') _ 502 . 47*88 _ 

logX"-logX' ~ 12-55 ^ 

s logg' = 9*7753334 / 

-1915 
logcotgx = 9*7751419 
Der Winkel x ist übrigens = 59°12'40". 
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/'.. §. 20. 

Die nächste Anwendung der seither dargestellten Lehren ist die 
auf die Auflösung der Dreiecke. Die Geometrie lehrt, dass wenn 
gewisse Theile eines Dreiecks gegeben sind, die übrigen durch Zeich- 
nung daraus abgeleitet werden können ; die Rechnung hat nun ebenso 
nachzuweisen, wie durch dieselbe aus den gegebenen Stücken die 
unbekannten gefunden werden können. Wenn auch nicht gerade 
nothwendig, wollen wir doch zuerst das rechtwinklige Dreieck be- 
trachten, da die in demselben vorkommenden Fälle so einfach sind, 
dass sie ganz wohl als erste Beispiele der Anwendung dienen kön- 
nen. Was die Bezeichnung anbelangt, so werden wir künftig immer 
die drei Winkel eines (beliebigen) Dreiecks mit A, B, C, die ihnen 
entgegenstehenden Seiten mit a, b, c bezeichnen. Für. unsern Fall 
sey B der rechte Winkel. Wir haben nun folgende Fälle zu be- 
trachten : 

1) Es ist die Hypothenuse und ein spitzer 

Winkel des Dreiecks gegeben. Also bekannt 

sey b nebst A, so ist 

c a 
— = cos A, c = bcosA: — = sin A, a = bsinA; 
b b A 

C = 90°^-A. 

Eben so wenn b und C bekannt wären : 

^ = cosC, a = bcosC; £ = sinC, c = bsinC; A = 90°— C. 

0 D 

Als Beispiel wählen wir : 
b = 475-28, A = 54° 28', also C = 90° — 54° 28' = 35° 32'. 
logb = 2-6769495 logb = 2*6769495 

log cos A = 9-7643080 log sin A = 9-9105057 

logc = 24412575 log a = 2*5874552 

c = 276 221 a= 386*772. 



Fig. 12. 
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2) Es ist eine Kathete und ein Winkel gegeben. 

£ = cosA, c = bcosA, b — ° . ; — — tg A, a = ctgA; 
b cosA c 

C — 90° — A. 

a a c 

- = sin A, a = bsinA, b = - — -; - = cotgA, c = acotgA; 
b sinA a 

C = 90°-A. 

c = 312, A = 4° 34' 524", also C = 85° 25' 7*6". 

logc = 2*4941546, log c = 2*4941546 

E . log cos A =0-0013896 log tg A = 8 90 37856 

logb = 2 4955442 log a = 1 3979402 

b = 312*9999 a = 250000. 

3) Es sind die beiden Katheten gegeben. 



tgA=— , tgC=-, b=Va , +c* oder— = sin A, a = bsinA, b= - — r . 
c ° a b sinA 

c = 135*9, a = 205*893. 

loga = 2-3136417 logc = 2*1332195 log a = 23 1364 17 

Elogc = 7-8667804 E loga = 7 ' 6863582 £ log sin A = Q-Q785272 

logtgA= 10-7804221 log tgC= 9*8195777 logb = 2-3921689 

A = 56° 34' 23 2" C = 33°25'36*7" b = 246*699. 

4) Es ist die Hypothenuse und eine Kathete gegeben. 

sin A = cos C = c = W— a f = V(b + a)(b — a). 



cosA = -, sinC = p a=Vb f — c' = V(b + c)(b — c). 

Auch zieht man hieraus : 1 — cos C = ^~ — , d. h. 2 sin* 4 C = ~-^\ 

b b 

(im zweiten Falle sin{A = "V^"^")* 

a = 760, b = 761. 

Ioga =2*8808136 log(b + a) = 3'1821292 
E logb = 74186153 log(b - a) = 0- 



log sin A = 9*9994289 3* 1821292 

A = 87°3'44'5" logc = 1 5910646 

C = 2° 56' 15-5" (=39-000 
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log (b — a) = 0-0000000 
Elogb = 7-1186152 
£ log 2 = 9-69896 99 
16*8175851 
log sin $C = 8-4087925 
*Ct=l 0 28'7-68" 
C = 2° 56' 15*4" (genauer*). 
Als Beispiele zur Uebung mögen folgende Angaben dienen : 
a = 308, c = 75, b = 317, A = 76° 18' 52", C = 13° 41 '8", 
a = 204, c = 253, b = 325, A =; 38° 52' 48*3", C =51°7' 11*7", 
a = 48, c = 575, b = 577, A = 4°46' 18'8", C = 85° 13' 41 -2", 
a = 240-501, c= 311*172, b = 393*28, A = 37°42', C = 52°18', 
a = 136, c = 273, b = 305, A = 26° 28' 51-7", C = 63°31'8-3", 
a = 109-032, c = 68-754, b = 1 28*9, A = 57°45' 54", C=32° 14' 6". 

Die einfachste Anwendung dieser Sätze ist die auf die Höhen- 
messung. Ist BC ein senkrechter Gegenstand, und man misst AB 
nebst dem Winkel A, so kann man BC leicht berechnen. 



Fig. 13. 



§. 21. 

. In §.15 haben wir schon einmal die regel- 
mässigen Vielecke im Kreis und die demselben 
umschriebenen betrachtet. Wir wollen nun hier 
die Formeln zusammenstellen , welche auf die- 
selben Bezug haben. 

Sey AB die Seite eines regelmässigen Viel- 
von n Seiten im Kreis, r der Halbmesser des 
Kreises; CG senkrecht auf AB, DE senkrecht auf 
CG, so ist DE die Seite des regelmässigen Viel- 
ecks von n Seiten, das dem Kreise umschrieben 
werden kann. 

- 

Bezeichnen wir nun die Seite AB mit s, die 

DE mit S, so ist AF = DG = }S und ACB = — , ACG = 

n n 

mithin da CA = CG 




r: 

s . 180° . .180° 

- = sin , s = 2 rsm 

r n n 



t S ^ 180° c 0 180° 
;* 7 = tg— ,S = 2rtg— . 



* Man vergleiche 



das in §.30 Gesagte. 
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vermittelst welcher Formeln s nnd S'aus r berechnet werden. Um- 
gekehrt folgt daraus: 

s S 180* 

r = — f8o*r = 2-cotg— ■• 

2 sin 

n 

wenn man r aus s oder S sucht. Man hat übrigens auch: 

S tg n 1 180f s 

7"-~T80°" 180°' S ~^ 0QS n ]80°V 

sin cos cos 

n n n 

Da CF 180° 180° 

— — cos , CF = r . cos , 

r n n 

so ist die Fläche des Dreiecks ACB : 

180° . . 180° 180° , , . 360° 

As. r. cos — - = rsin cos = Ar sin 

* n n n 2 n 

(§. 14 Formel (19)), ' ■ 

ist also f die Fläche des regelmässigen nEcks im Kreis, so ist 

* , 2 • 360° 

f=*nrsin . 

2 n 

Eben so ist die Fläche des Dreiecks DCE: 

tSr = r , tg — , 

also wenn F die Fläche des um den Kreis beschriebenen Vielecks ist : 

180° 



F = nr'tg (§.15). 



Umgekehrt zieht man hieraus: 



V2f \/F 180° 

— W^YVotg-— ' 

nsin 

n 

Wollte man aus den Seiten 8 und S die Flächen erhalten, so 
hätte man: 

t . 180° 180° 

, t . . 360» t n.»' . 360» "* S1 " — C08 — 
f=$n.r^ln — =— — ^sin— = 

4 sin 8 4 sin* 

n n 

- ns' 180° 

- T ' cotg — 
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t 180° S* ,180° 180° nS* 180° 
F = n.r , tg— =n. jcotg*— .tg— =— cotg — , 

woraus dann umgekehrt folgt : 



V4f " 180° 0 * /4F 180° 
— tg — , s= V — t g — . 
•n ° n w n n 

Wie man überhaupt diese Formeln weiter verbinden kann, ist 

leicht zu übersehen. Sey z. B. 

180° ^fif)° 
f= 24127 94, n=37, — = 4° 51 '53 51", — = 9° 43' 47 02" 

n n 

log f= 4*3825202 logf = 43825202 

log 2 = 0-3010300 log 4 = 0-6020600 

E '°? o r 84317982 .o g t g I^ = 8-9299934 
E.,o gsi n— -0-7721112 E ■ log n = 8'43) 7982 

3*8874596 2*3463718 
log r= 1-9437298 log s = 1 1731859 

r = 87-8475 s = 14'8998 

Stellt ACB ein gleichschenkliges Dreieck Fig.M. 
vor, in welchem AC = CB und man zieht CD # 
senkrecht auf AB, so ist AD = DB, ACD = 
BCD und man hat also zwei rechtwinklige / 
Dreiecke. Sey nun AC = CB = a, AB = c, / 
A = B, so ist / 

AD = £c = ACcosA = acosA, c = 2acosA; .L 

AD=}c = ACsin$C = asin»C, c = 2asinjC. " ° 

Dass diese Auflösung ganz unmittelbar ihre Anwendung findet, 
wenn in einem Kreise eine Sehne gezogen wird und man die beiden 
Halbmesser an ihre Endpunkte zieht, ist klar. Ist in der vorher- 
gehenden Figur 13 die Sehne AB = s> der Winkel ACB = a, der 
Halbmesser AC = r,.so ist also 

s 

s = 2rsin$a, r = — — — ; 

2 sin Ja 

die Fläche des Dreiecks ACB ist: 

AB . CF _ 2rsin Jcg.rcos^ ft_ r'sin« 
2 ~~ 2 ^~~2~' 

Bezeichnet man die Länge des Bogens AB durch Bog. a, so ist 
also die Fläche des Abschnitts AFBG: 
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Jr.Bog.« - — . 

Sey z. B. v = 824*7, et - - 94°26' 12" = 339972" und 

2 r 7T . 339972 _ r . 339972 

og,ft ~ 360.60.60 ~ 180.60.60' 
log r~ 2-9162960 k>gBog.« = 3* 1333140 
log;* = 0-4971499 log r = 29162960 

log 339972 = 5*5314432 E . log 2 = 9*6989699 
E . log 180 . 60 . 60 = 4-1884249 5*7485799 
log Bog. a = 3; 1333140 *rBog. a = 560505 5 
log sin « = 9*9986967 
2 log r = 5*8325920 
E.log2 = 9-6989699 
5*5302586 
jr , sin« = 339046-0 
Abschnitt = 560505-5 — 339046 0 = 221459'5. 

Anmerkung. Eine weitere hieher gehörende Aufgabe wäre etwa die folgende : 
Man kennt die Halbmesser R und r zweier Rollen, sowie den Abstand a ihrer 
Mittelpunkte und soll die Länge des Riemens berechnen, der über beide weggelegt, 
sie umschlingt. 

Der Riemen ist gemeinschaftliche Tangente an beide Kreise. Seyen also C, c 
die Mittelpunkte der zwei Rollen ; D, d die zwei Punkte, in denen die gemein, 
schaftliche Tangente die zwei Kreise berührt, so gibt es zwei andere Punkte D\ d\ 
die unterhalb Cc liegen, in derselben Weise, wie D und d oberhalb Cc (die Kon- 
struktion der Figur ist sehr leicht und bleibt dem Leser überlassen). Seyen nun 
E, e die zwei Punkte, in denen die nach beiden Seiten verlängerte Cc die zwei 
Kreise trifft, so ist der halbe Riemen = Dd -j- Bog. de -|- Bog. DE. Nun ist aber 
der Winkel DCE (wenn R>r) ein stumpfer = 180°— a und man hat, wie leicht 

R — r 

ersichtlioh , o = dee , und cos a = — , wodurch a bestimmt wird. Dann int 
Bog. do = Bog. . = g!^, Bog. DE = ^'^y , wenn « nnd 180« - « 



in Sekunden ausgedrückt werden. Ferner ist Dd = Va* — (R — r)\ also ist die 
Länge des Riemens = 

2V a'-(R-r)' + , 4R*(18q»-«)- 

v ' ' 360 . 60 . 60 ~ 360.60.60 ' 

Sollte eine Kreuzung des Riemens (zwischen den zwei Rollen) ror sich gehen, 

so wäre jetzt die Länge des Riemens = 

2VV , R , rt , , 4r*(180° -a) , 4R«QW-«) R + r 

2Va (R + r)+ l6Ölö:60 + 360.60.60 ' C ° Sa - a ' 
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§. 22. 

Wenden wir uns nun zur allgemeinern Aufgabe, die uns in die- 
sem Abschnitte beschäftigt, so haben wir zunächst drei Sätze auf- 
zustellen, die uns in allen Fällen zur Auflösung der Dreiecke dienen 
müssen. Dieselben sind die folgenden. 

Erster Hauptsatz der Trigonometrie. In jedem Dreieck 
verhalten sich die Seiten wie die Sinus der ihnen entgegenstehen- 
den Winkel. 

Fig. 15. 




A D 

Sey ABC das fragliche Dreieck, dessen Winkel A, B, C und 

dessen diesen Winkeln entgegenstehende Seiten a, b, c seyen. Man 

ziehe CD senkrecht auf AB und ^sey CD — h, so hat man für den 

Fall der ersten Figur: 

h h 
sinA = r , sinB = — , h = hsinA, h = asinB, 
b a 

woraus folgt : b sin A = a sin B, b : a = sin B : sin A. 

Für den Fall der zweiten Figur: 
h h 

sinA = — , sin a — —, a — 180° — B, sin« — sin B ($. 9), 

h = b sin A, h = a sin B, b sin A ~ a sin B, 
b : a = sin B : sin A. 

Also immer: 

a : b = sin A : sin B, a : c = sin A : sin C, b : c = sin B : sin C. * (29) 
Zweiter Hauptsatz der Trigonometrie. In jedem Dreieck 
verhält sich die Summe zweier Seiten zur Differenz dieser Seiten, 
wie die Tangente der halben Summe der entgegenstehenden Winkel 
zur Tangente der halben Differenz der nämlichen Winkel. 

* Die zwei letzten Proportionen könnten .ganz in derselben Weise bewiesen 
werden, wie die erste ; doch ist ein Beweis derselben nicht mehr nothwendig, so- 
bald die erste bewiesen ist. Letztere enthält nämlich offenbar den Beweis des aus- 
gesprochenen Lehrsatzes, in welchem sodann die beiden andern unmittelbar ent- 
halten sind. Wir werden im Folgenden fortwährend von dieser Art zu schliessen 
Gebrauch machen, ohne besonders daran zu erinnern. 

Dionger, ebene Trigonometrie. 5 
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Dieser Satz lässt sich aus dem ersten unmittelbar ableiten. 
Man hat nämlich nach (29) : 
b _ 

a sinA' a 

d.h. b+a _ sinB + sinA b — a _ sinB — sinA 

a "sinA ' a sinA 



sin B b | ^ 



sm B . b . sin B . . . 

— - + 1, 1 — -t— r — 1, wenn b > a; 

sinA a sinA 



b+a 
b 



Dividirt man diese Gleichungen durch einander, so hat man : 
sinB + sinA 



_ . B + A B-A 
2 sin — ~ — . cos — - — 



a sinB — sinA 



2 cos 



B+A 



sin 



B — A 
2 



(§.14 Formel (25)) 



B+A B — A 
-tg— -.cotg := 



tg 



B+A 

2 



d.h. 



tg 



B-A '. 
2 



(30) 



b + a: b — a — tg^(B + A) : tg}(B — A), 
b + c:b — c=rtgi(B + C):tgi(B-C), 
a + c:a — c = tgi(A + C):tgi(A — C), 
oder: 

a + b:a — b = tgj(A + B) :tg|(A — B), 
c+b:c-b = («i(C+B):tgi(C-B), 
c + a:c — a = tgKC + A):tgKC-A), 
worin die eine oder andere Form angewendet wird, nachdem b > a 

oder a > b u. s. w. 

Es lässt sich diesef Satz übrigens auch leicht geometrisch nach- 
weisen, und wir wollen diese Kachweisung, der Wichtigkeit des 
Satzes wegen, ebenfalls beifügen. 

Sey A > B, also a > b; man 
mache CD = CE = b, ziehe DA und 
AE, EF parallel DA, so ist CA 
= CD, also das Dreieck ACD gleich- 
schenklig, mithin Winkel C (in ACB) 
= 2 CAD ; ist ferner CEA = x, EAB 
== y, so ist auch, weil CE = CA : GAE 
= x, und also DAE = CAD + x. Da ferner 
x+x + ACE= 180°, d. h. 2 x +2 CAD = 180°, x + CAD = 90 ö , 
so steht AE auf AD senkrecht, eben so EF auf AE. Ferner ist: 



Fig. 16. • 
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x-(-y = A,x = B+y,x-y = B, aIsox=$(A-|-B), y—^(A — B). 

AD EF 

t 8 x = jJi> tgy= — , tgx:tgy = AD:EF. 

Weiter ist AD : EF = DB : BE = b + a : a — b, 
also tgi(A + B):tgKA— B)r= a -H):a — b. 

Dritter Hauptsatz der Trigonometrie. In jedem Dreieck 
ist das Quadrat einer Seite gleich der Summe der Quadrate der 
beiden andern Seiten, minus dem doppelten Produkt dieser beiden 
Seiten multiplizirt mit dem Cosinus des Winkels, den sie bilden. 

Auch dieser Satz lässt sich aus dem ersten unmittelbar ableiten. 
Man hat nämlich: 

A +B + C = 180°, B = 180° (A + C), cos B - — cos (A + C), 

sinB = sin (A-f-C). 

sinA sin A , g _ sin'A , _ 2 sin A sin C , 

a ~sinB ~sin7Ä+C) ' a ~ sin f (A+C) b '^ ac ~ s i n 8 (A+C) ' 

sinC sinC sin*C 2 

° - slnB sin(A+C ) ' ° " sin 8 ( A+C) ' 

2sinAsinC ~, , , 2 sin Asin Ccos(A+C). b* 

2accosB = . 2 , A ^ -cosB.b 1 — . t/A , , 

sin*(A4-C) sin'(A-|-C) 

- - ■ 

also 

. f m _ sin 8 A+WC+2sinAsinCcos(A + C) 

a 8 + c 8 — 2 ac cos B = b* . . ti A ■ rA ; — 

1 sin* ( A + C) 

f sin*A -\- sin 8 C + 2 sin A sin C[ cos Ac?osC — sin Asin C] 

• ! shTci+cr " : 

, sin 8 A -|- sin 8 C ~\- 2 sin A cos A . sin C cos C — 2 sin'A . sin 8 C 

~ b * sin 8 (A + C) 

sin 2 A-|-sin 8 C-|-2sinAcosAsinCco.sC-sin 2 Asin 2 C-.sin 2 Asin t C 

"~ ' sin 8 (A + C) ~~~~~ 

t sin 8 A-sin 8 Asin 8 C-hsin 8 C-sin 8 Asin 8 C4-2sinAcosAsinCcosC 

~~ b ' : sin 8 (A + C) 

, sin 8 A( 1 — sin'C)+ sin g C ( 1 — sin*A)-|-2sinA cosAsinC cosC 

~ * s~in 8 (A + C) 

, sin 8 A cos 8 C -J- sin 8 C cos 8 A ~\- 2 sin A cos A sin C cos C 

' sin 8 (A + C) 

u> (sin A cos C -f- cos A sin C)*_ 1 1 sin 8 (A-f-C) _ g 

~ b - sin» (A + C) ~~~~ sin 8 (A + C)~ 

5* 
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- 

Also 

b* = a* + c* — 2 ac . cos B, c* = a' + b* — 2 ab cos C, 
a'^b' + c* — 2bc.cosA. (31) 
Es ist jedoch wieder von Interesse, diesen Satz geometrisch 
nachzuweisen. 

Für den Fall der ersten Figur hat man : 



Fif . 17. 




b' = h 2 + (c-x) 2 = h 2 + c 2 - 2cx + x 2 , 
a 2 = h 2 + x 2 

b 2 — a 2 = c 2 — 2cx, b 2 = a 2 -f-c 2 — 2cx. 

x * 
Da aber — = cosB, x = acosB, so ist also 
a 

b 2 = a 2 -f-c 2 — 2accosB. 
Im Falle der zweiten Figur ist: 

b 2 = h 2 + (c + x) 2 = h 2 + c 2 + 2cx + x 2 

a 2 = h 2 + x 2 

b 2 — a 2 = c 2 + 2cx, b 2 = a 2 + c 2 + 2cx. 

x 

Aber - = cosa = cos (180° — B) = — cos B , x = — a cosB, 
also b 2 = a 2 + c 2 — 2ac.cosB. * 

' §.23. 

Ehe wir diese Sätze anwenden, wollen wir dieselben etwas um- 
formen und einige Resultate daraus ziehen. Da immer 
A + B = 180°— C, KA+B) = 90°— *C, tg*(A+B) = cotg*C, 
so hat man statt des zweiten Satzes : 

* Da ein jeder Winkel eines Dreiecks syrischen 0° nnd 180° liegt, so ist er 
nach §.9 und §.19 vollkommen bestimmt, wenn man seinen cos, tg oder cotg 
kennt; dagegen ist er durch den sin nur zweideutig bestimmt, indem man alsdann 
einen spitzen oder stumpfen Winkel erhalten kann. Die halben Winkel eines Drei- 
ecks liegen immer zwischen 0° und 90°; durch eine der vier trigonometrischen 
Funktionen ist also der halbe Winkel vollkommen bestimmt. 
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a-}-b:a — b — cotg£C:tg{(A — B), V 
a+c:a— c = cotg$B : tg*(A — C), J (32) 
b -I- c : b — c = cotg| A : tg{ (B — C), ) 

Eben so sin J (A + B) = cos } C, cos £ (A + B) = sin^ C. 

Aus (29) folgt aber 

c.sinA c . sin B 
sin C sin C 

also 

_ c.(sinA + sinB) _ 2c.sin^(A-}-B)co9KA— B) 
ai " sinC ~ 2sin|C.cosiC <9 14 J- 

c .cosjC.cosi(A— B) _ c.cosj(A — B) 
sin ^C. cos sin^C 
(a-{-b)sin{C = c . cos£(A — B). 
Ferner: 

b _ c • ( 8in A — siD B) _ 2 c cos j (A + B) sin j( A — B) 
a ~~ sinC ~~ 2sin$Ccos$C 
c sin | C . sin j (A - B) _ c sin \ ( A — B) 
sinjCcos-jC cos|C ' 

(a — b) cos i C = c . sin £ (A — B). 
Man hat also auch 
csin^(A~ B) = (a— b) cos JC, b sin£(A— C) = (a— c) cos JB, ] 

asin£(B — C) = (b — c) cos^A, 
ccost(A— B) = (a+b)sinJC; bcos$(A— C) = (a+c)sin$B;| 
a cos { (B - C) = (b -f c) sin { A. 
Für a = b folgt hieraus c = 2asiniC, wie in §.21. Aus (33) 
folgen die (32) durch Division, so dass man also letztere Formeln 
in dieser Weise auch ableiten kann. 

Quadrirt man beide Seiten der Gleichungen (33) und addirt die 
Quadrate, so erhält man: 

c 2 = (a-b) 2 cos 2 ±C + (a + b) 2 sin 2 *C \ 

= (a 2 -2ab + b 2 )cos^C + (a' + 2ab + b i )sin l iC 
= a 2 (cos 2 1 C + sin 2 { C) + b 2 (cos 2 f C + sin 2 * C) - 

2ab(cos 2 $C — sin'iC) 
= a 2 + b 2 — 2abco*C (§. 14), 
wodurch der Satz (31) in anderer Weise aus (29) (und den daraus 
folgenden (33)) abgeleitet ist. 
Aus (31) zieht man ferner: 



(33) 
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cosA = — -—■ , 1+cosA = l-\ — 

2bc ' 2bc 2bc 

— ( b _+ £)* ~ a? ' 
~ " 2bc ' 

A b'+c'— a t _ 2bc-b'— c'+a^ a'-Cb'— 2bc+c' ) 

I-cosA-I _ 2bc - — _ — 

_ a' — (b — c ) 2 * 
2bc 

Erinnert man sich nun, dass immer M f — N* = (M+K) (M— N), 
so hat man : 

1 | rnr ,._ fb + cy-a» _ (b + e + a)(b + e-») . 
1+C0SA - 2bc - 2te ' 

, — cosA = a '~ <\ ' - c >' = fa±Lrffi=L+fi, 

2 bc 2 bc 

d. h. (§. 14 Formeln (23)) : 

2co s ,A (b+c±^b ± c_a) w A = C+b-c)(.-b+c) 

2 2bc 2 2bc 



cos . 
2 



sin 2 



A _ V/(b"+ c + a) ( b + c — a) 





4bc 


'(a+b- 


c)(a — b-f-c) 


4bc 



Man setze 

a+b-j-c = 2 s, also s — ^(a-(-b + c), 

so ist 

a + h — c = 2 s — 2 c = 2 (s -- c) 
a -b + c — 2s — 2b = 2(s — b), 
b-j-e — a = 2s — 2a = 2(s — a), 

also 

A \ /2s72(8 — a) \ /»(» — a) 

A _ \/ 2(s-c)2(s~b) _ \/(s -b)(s-c) 
8,n 2 ~ V 4bc ~ V bc 

woraus durch Division: 



A \ /(«-b)(»-c) 



Also 
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■ A\ /(s-b) (s-c) B_* / (s-a) (s- c) 
Sl " 2 _ V bc ' Sm 2~ V ac 

. C \/ (s-a)(s-b) 
A \/s.(s — a) B \/s.(s — b) 
C \/s.(s-c) . . 

cos _ = v— aF -. 



(34) 



a)(s — c) 



t A_\/ (s-b)(s-c) B = \/ ( — 
tg 2~ V 8. (s-a) ,tg 2 V s.(s-b) 

tg 2~ V s.(s-c) 

Da sinA = 2siniA .cos \A, 

so folgt hieraus: 



sin A = — Vs (s-a ) (s-b) (s-c j , sin B = V s (s-a) (s-b) (s-c), 

sin C = 4 V^ÖmT) (s-b) (s-c), (35) 
ao 

woraus sich ergibt: 

sin A : sin B : sin C = a : b : c, 
so dass der erste Hauptsatz auch aus dem dritten leicht abgeleitet 
werden kann. Wir wollen nun zur Anwendung dieser Formeln auf 
die Auflösung der Dreiecke übergehen. 

§•24. . • 

In einem Dreiecke sind gegeben eine Seite und zwei Winkel, 
man soll die übrigen Stücke berechnen. 

Da die Summe der drei Winkel = 180°, so kann man alle drei 

Winkel als gegeben ansehen. Sey ferner a die gegebene Seite, so 

hat man nach dem ersten Hauptsatze: 

sin A : sin B = a : b, sin A : sin C = a : c, 

' , sin B sin C 

o = a . — — -, c a . - — - . 
sinA smA 

Aus den Formeln (33) folgt übrigens auch, wenn B > C: 
a sini(B- C) acosj(B-C) 
b ~ 1 -- cos*A~ ' b + t — " gin , A - .« 



Digitized by Google 



* 



72 dritter Abwhnitt. 

woraus b — c, b -(- c gefunden werden, und man also b und c leicht 
erhalten wird. Rechnet man nach den ersten Formeln, so können 
die zweiten zur Kontrole dienen und umgekehrt 

a = 379 5, A = 40° 32' 16", B = 75° 18' 28", C = 64° 9' 16", 
also, wenn man nach den ersten Formeln rechnet: * 

log a = 257921 18 loga= 2*5792118 

log sin B = 9*9855621 log sin C = 9*9542292 

E . log sin A 0-1871204 E . logsinA = 0 1871204 
iogb = 27518943 logc = 2*7205614 

b = 564-7995 c = 525*4862 * 

Anmerkung. Will man nunmehr die Formeln (33) zur Kontrole anwenden, 
so muss 

asin$(B — V) =z <b — c)cos$A, a cos ^ (B — C) = (b -j- c) sin { A 
seyn. Aber es ist 

t (B — C) = 5° 34' 36", $A = 20°16'8", b -f c = 1090 2857, b — c = 393133 
also log a = 257921 18 log (b — c) = 1 6945395 

log sin 7 (B — C) = 8 9875661 log cos ^A = 9^722387 

1-5667779 1-5667782 
log a = 2-57921 18 log (b + c) = 3 0375402 

log cos 7 (B — C) — 9 9979396 log sin \ A = 9 5396109 

25771514 2 5771511 

so das» die Kontrole zutriltft. Es mag dies*» genügen, um zu zeigen, wie man in 
allen Fällen diese bequemen Formeln zur Prüfung der Rechnung benützen kann. 

■ - • §.25. . " • ■' 

in einem Dreieck sind gegeben: zwei Seiten und der von ihnen 
gebildete Winkel; man soll die übrigen Stücke berechnen. 

Seyen a, b die gegebenen Seiten, a > b, und C also der ge- 
gebene Winkel. Aus (32) hat man: 

a + b:a — b-cotgiC:tgKA — B), tg J(A — B = cotg * C. 

Hieraus findet man $(A — B), und da *(A + B) = 90° — *C, 

so erhält man leicht A und B. Kennt man diese Winkel, so ergibt 

sich c aus: . A . asinC 

a : c = sin A : sin C, c — — — — , 

sin A 

oder auch, wenn man lieber will, aus den .Formeln (33): 
a = 564*8, b = 379*5, C = 64° 9' 1*6"; 



* Die Seiten sind natürlich alle in demselben L&ngenmaasse ausgedrückt, 
also alle z. B. in Ruthen, oder Fuss, oder Meter u. s. w. 
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also }C = 32 4 '4'38", a + b = 944-3, a-b=1853. 

E . log (a + b) = 7-0248899 7\ . ~ j.ff f , 

i . fA u\ 0 An -a-7A* durch Addition A =75° 18' 281" 

^^l)Zir^ " SubtraktionB = 400 3 2M5.9" 

log a = 2-7518947, log (a - b) = 2*2678754 

log sin C = 9-9542292 log cos*C = 9'9280541 

E . log sin A = 0-0144377 E . log sin \(A — B) = 0 5246318 
log c = 2-720561 6 log c = 2*7205613 

c = 525*486 . c = 525*486 

Man kann übrigens die Seite c auch direkt berechnen. Es ist 
nämlich nach (31): 

c 2 = a 2 + b 2 — 2abcosC. 
. Man berechne nun den spitzen Winkel <p so, dass 

2sin*CVäb 
tg * = a-b - 

so ist 

4absin 2 ^C = (a — b) 2 tg 2 y, 

also 

c J =a 2 -t-b 2 +2ab(l-cosC) — 2ab = a 2 ~ 2ab+b 2 +4absin 2 ±C 

= (a-b) 2 +(a~b) 2 tg 2 y = (a-b) 2 [l + tg^] = ^^, 

woraus : a — b 

c — , a>b. 

COS (f 

Für obiges Beispiel: 

log 2= 03010300 

^l-WM log(a-b )== ,2678754 
E.log(J-b) = 7-7321245 l0gC = ?L 7 ^f 16 



c = 525-486 
logtgy =• 10*4238528 

<p = 69° 21' 7-2" 

Uebrigens wäre nach §. 19, ohne <p aufzuschlagen: 

log cos <p = 9-5473542 — 4 ^^ 9 = 9*5473138, 

E. log cos y = 0*4526861. 
Zur Kontrole kann man wieder (33) verwenden. 
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§•26. 

In einem Dreiecke sind alle Seiten bekannt, man soll die Winkel 
berechnen. 

Die Formeln (34) lösen die Aufgabe ganz unmittelbar, 
a = 9459*31, b = 8032*29, c = 8242'58; 
also s = i(a + b + c) = 12867-09, 1 

s — a = 3407-78, 

s — b = 8434-80, 

s-c ■= 4624*51. 

log(s — b) = 3-6843785, log(s — a) = 3*5324716, 

log (s — c) = 3-6650657, log (s — c) = 3*6650657, 
E. log s = 5-8905196, E.logs = 5*8905196, 

E. log (s — a) = 6-4675284 , E ♦ log (s — b) = 6*3156215, 
\ 19*7074922 19*4036784 

log tg^ = 9*8537461 log tg| = 9*7018392 

4 = 35°31'47*37" | = 26° 43' 0*34" 

2 2 

• • A = 71°3'34*74" B = 53° 26' 068" 

log(s-a) = 3*5324716, 

' , log (s-b) = 3*6843785, 

E. log s = 5*8905196, 

E.log(s — c) = 6-3349343 , 

194423040 

V 

logtg- = 97211520 
£ = 27° 45' 12-27" 

■ « 

C = 55° 30' 24*54" 
Die Summe A + B + C = 1 79° 59' 59*96". 
Zu Uebungsbeispielen mögen folgende Angaben dienen: 
a = 164*9, b = 185*7, c = 126*4, A = 60° 17' 8", B = 77° 58' 33", 
C^41°44'19"; 

a=7984, b=11227*2, c=9539 28, A=44°17'56", B = 79*8'33", 

C = 56°33'31"; . 
a = 2313 824, b = 10683*3, c = 10931, A ^ 12° 13' 14", 

B = 77°46'46", C=.90°0'0"; 
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a = 975, b = 845, c = 910, A = 67° 22' 48*5", B = 53° 7' 48*4", 

C = 59° 29' 23* 1"; 
a = 54802, b = 55823 3, c = 29577 1, A = 72° 35' 40", 
B = 76° 24' 30", C = 30° 59' 50" ; 
log a = 4* 1 949091 , log b = 4* 1 538831 , log c = 4*2664872, 
A = 55° 24' 19", B = 48° 30' 9*4", C = 76° 5' 31*6". 

§•27. 

In einem Dreiecke sind zwei Seiten gegeben und ein Winkel, 
welcher einer der beiden Seiten entgegensteht; man soll, wo mög- 
lich, die fehlenden Stücke berechnen. 

Gegeben seyen a, b, A. 

Man hat zunächst: a;b = sin A;smB , smB = 

a 

Aus dieser Gleichung wird sich jedoch B nicht immer genau 
bestimmen lassen. Schlägt man nämlich aus den Tafeln den spitzen 

~ . , „ , r,. bsin A A . . .. 

Winkel auf, dessen Sinus = , so gibt es noch einen zweiten 

a 

Winkel, der mit dem gefundenen 180° ausmacht, dessen Sinus der- 
selbe ist (§. 9). Es kann sich aber ereignen, dass beide Werthe 
des Winkels B zulässig sind; alsdann hat man eben zwei Dreiecke, 
welche besonders zu berechnen sind. 
Ist nun 

a > b, so ist auch A > B, also gilt für B nur der spkze Winkel, 
a = b, „ „ „ A = B, ■ ■„ B „• „ « 

a < b, ,s ~ A < B, 

alsdann kann der spitze Winkel sowohl als der stumpfe gelten. 
Eine Doppeldeutigkeit kann also nur in dem Falle eintreten, 

wenn a < b. 

Fiele sin B nach unserer Formel > 1 aus, so wäre das Dreieck 
mit den gemachten Angaben unmöglich. Wir wollen nun einige 
Beispiele berechnen. 

1) a = 415*64, b = 325*54, A = 68° 42'. 
logb = 2-51-26044 
log sin A = 9-9692720 B kann bloss spitz seyn ; man hat also nur 
v i „ t.qqi 9«9« ein Dreieck, das jetzt nach §. 24 berechnet 

T^rzr^x werden kann; dann ist nun a = 41öt>4, 

log sin B =9 8631590 b = 32 5*54,A =-68°42',Brr:46°51'47*9"; 

B = 46°5 1 '47*9" mithin C = 64° 26' 1 21 ". 
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2) a = 212-5, b = 836 4, A = 14° 24' 35". 

logb = 2-9224140 In diesem Falle gibt es also zwei Drei- 
log sin A = 9-3959449 ecke. Für das eine ist 

F : w a -7-67->6410 a = 212 ' 5 ' ^ = 836-4, A=14°24'35", 
E.loga-7o/^4iu = ? 0 c = qpwwV; 

logsinB = 9-9909999 rürdasandere: 

B = 78°22' 32-3" a = 212-5, b = 836'4, A = 14°24'35", 
180°-B = 101°37'27-7" B = 101°37' 27*7", C = 63° 57' 57*3". 

3) a = 86.93, b = 918*54, A = 68° 22' 30". 

logb= 2*9630981 
log sin A= 9-9683034 
E.loga = 8-0608302 
logsinB = 10*9922317, 
also kein Dreieck möglich. 
Zur Uebung mögen dienen: 

( 75° 18' 28-1" 

a= 3795, b= 564-8, A = 40°32'16", ^ = j 104°4I'31*9" 

a = 9459-31, b = 8032'29, A = 71°3'34*7", B = 53° 26' 0*6", 
a = 66*73, b = 876 24, A = 85° 23' 24'8", B unmöglich. 

Wir hätten hier allerdings noch einige besondere Bemerkungen 
beizufügen für den Fall, wenn die gegebenen oder gesuchten Winkel 
sehr klein, oder nahe an 90° oder nahe an 180° sind. Wir wollen 
dieselben jedoch, als nur ganz spezielle Fälle betreffend, für den 
nächsten Abschnitt verschieben, wo man sie in §§. 29, 30 zusam- 
mengestellt finden wird. Einige rein geometrische Aufgaben mögen 
zunächst als Beispiele der Anwendung des Vorstehenden folgen. 

§• 28. . 
1) Will man den Flächeninhalt eines Dreiecks, dessen drei Sei- 
ten wie früher a, b, c sind, und denen die Winkel A, B, C entgegen- 
stehen, berechnen, so hat man, wenn wie in §. 22, h die Höhe des 
ch 

Dreiecks, also — die Fläche desselben bedeutet: 
Z 



Fig. 18. 
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h 

- = sinB, h = asinB, 
a 

mithin ist diese Fläche 

ac . bcsinA ab sin C 

wie sich nach (29) leicht findet. Diese Formeln geben den Flächen- 
inhalt durch zwei Seiten und den von denselben gebildeten Winkel. 
Will man die Fläche durch eine Seite a und die Winkel erhalten, 
so ist 

• n a asinC 
c:a = sinC:sinA, c = — — — , 

sinA 

also die Fläche des Dreiecks = aC 8 ^ n 

a J sinB N .sinC b l sinA.sinC c'sinA.sinB 

~ 2^m~Ä ~~ 2sinB "~ 2sinC ' 
Will man sie endlich durch die drei Seiten ausgedrückt erhalten, 
so ist nach §.23: 



sinB = — V»(s — a)(s — b)(s— c), 

- HC 

also die Fläche = Vs (s — a) (s — b) (s — c) 

= jV(a+b + c)(b + c-a)(a+e-b)(a + b-"c). 

2) Es leitet sich hieraus leicht eine Fonnel zur Berechnung 
eines Vierecks aus seinen zwei Diagonalen und dem Winkel, unter 
dem sie sich schneiden, ab. Fi ff .w. 

Sey nämlich BC = d, AD = d', a der Win- ^ 

kel, also sein Nebenwinkel 180° — a, so ist 
Fläche des Dreiecks OAB = j xy sin a, 

* , OBD = $ x(d'-y) sin a, 
„ „ „ OCD = Kd / -y).(d-x)sin«, 
rt OAC —j(d-x)ysma. 
Fläche des Vierecks = $ sin a [xy + x (d' - y) + (d' - y) (d - x) 

-j-(d-x)y] =^dd' sin«. 

3) Gesetzt in dem so eben betrachteten Vierecke seyen je zwei 
entgegenstehende Winkel zusammen 180°, in welchem Falle be- 
kanntlich um das Viereck sich ein Kreis beschreiben lässt. Sey 
ferner 

AB = a, BD = b, DC = g, CA = d, CAB -= y, CDB = 180° — </>, 
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so ist (§.22 (31)): 

BC 2 = a 2 4-d 2 - 2 ad cos BC 2 = b 2 — < ? — 2bccos( 180 # — ^ ), 
also a 2 -j-d 2 2adcos^ = b 2 -f-c 2 4~ 2bceosy, 

a 2 + d 2 — (b'-r-r 2 ) 
= 2(ad + bc) * 

id sin 

Die Fläche des Dreiecks ABC ist aber — -, die von BCD 

mm 

bc sin « , 
. — 2 % also 

w-r| , , ,-. , ad + bc ad-h D c t/ v r~ 

Flache des \ lereck.s = sin y = VI — cos * y 

mm mm 



ad 4-1 



oc 



V (1 4~ 008 < f) ( 1 cos y)- 



2 

Aber 

, , a 2 4-d 2 -(b 2 4-c 2 ) 2ad+2bc4-a 2 4-d 2 -(b 2 +c 2 ) 
l + cosy = 14- 2ad + 2bc '= 2(id + bö 

_ a 2 4-2ad + d 2 - (b 2 - 2bc + c 2 ) _ (a4-d)* — (b — c) 2 
~~ ~2(ad-fbc) 2(ad-f-bc) 

_( a4-d4-b- c)( a + d — b4-c) fft 

a 2 4-d 2 — (b 2 +c 2 ) _ 2ad+2bc— (a 2 +d 2 )4-(b 2 +c 2 ) 
1 cosy-l 2 ad4-2bc ~ 2(ad + bc) 

_ b 2 4-2 bc+c 2 - ( a 2 — 2 ad + d 2 ) __ (b4-c) 2 — (a-d) 2 
— 2(ad + bc) — 2(ad+bc) 

_ (h + c + a — d) ( b4-c — a + d) 
~ 2(ad + bc) ' 

also die Fläche des Vierecks: 

ad4-bc \/ (a4b-c+d)(a4*4^-b^ 

2 V 2(a d4-bc) V 2( ad4-bc) 

= i V(a+b— c+d)f a— b+c4-d)(a+b+c— d)(b+c+d— a). 

Setzt man 

a+b4-c4-d = 2s, a+b+c—d = 2(s— d), a4~b— c4~d^2(s— c), 
a--b4-c4-d = 2(s— b),— a+b4-c4-d = 2(s — a), 

so ist diese Fläche mithin : ' 

V(s — a) f s - b) (s — c) (s - d). 
Es folgt hieraus, dass, wie man auch die vier Seiten im Kreise 
an einander legen mag, die Fläche des entstehenden Vierecks immer 
dieselbe sey. 



Digitized by 



Berechnung der Dreiecke, oder spezielle Trigonometrie. 79 

4) Wären in obigem Vierecke die zwei Winkel CAB und CDB, 
der erste gebildet von den Seiten a und d, der letzte von b und c, 
einander gleich, so hätte man : 

a 2 + d l — 2 ad cos 9 = b 2 -j-c J — 2bccosy, 

a' + d'-O' + c 8 ) 

cosa> = — : p-r , 

y 2 (ad — bc) 

woraus ganz wie vorhin für die Fläche des Vierecks folgt: 

± * ^^V(a+b+c-fd)(a+b-c-d)(a-b-c-f-d)(-a-hb~c-hd), 

wo das Zeichen so zu wählen ist, dass das Ganze positiv ausfällt. 

5) Man soll diejenigen Kreise bestimmen, die sich in und um 
ein Dreieck zeichnen lassen. 

Sey r der Halbmesser des ersten, r' des zweiten, so sind die 
Seiten des Dreiecks Tangenten an den ersten Kreis und Sehnen im 
zweiten. Daraus folgt leicht, dass die drei Halbirungslinien der 
Dreieckswinkel sich im Mittelpunkt des ersten treffen; zieht man 
sie, so wird das Dreieck in drei Dreiecke getheilt, deren Spitzen im 
Mittelpunkte sind; nimmt man die Seiten des Dreiecks zu Grund- 
linien, so hat jedes r zur Höhe, und wenn folglich F 3ie nach Kr. 1 
berechnete Fläche des Dreiecks ist, so hat man 

*ar + *br + icr = F, T = — ™-^. 

Was den zweiten Halbmesser anbelangt, so werden die zwei 
nach A und B gezogenen Halbmesser mit einander einen Winkel 
2C machen, so dass (§. 21): 

c abc abc 

c = 2 r' sin C, r' — _ . r , = _ , . ^ — — . 

2sinC 2 ab sin C 4F 

6) Man soll den Halbmesser desjenigen Kreises finden, der sich 
um da» Viereck in Kr. 3 beschreiben lässt. 

Kennt man die Diagonale CB = x, so geht der Kreis, der sich 
um ACB beschreiben lässt, durch D, und umgekehrt, der Kreis um 
BCDgeht durch A. Demnach ist, wenn r sein Halbmesser, derselbe 
bestimmt durch die Gleichung 

X 

i' = 7T~' — » y = BAC. 
2siny ^ 

Ferner ist 

a 2 + d 2 — (b' + c') 



x=Va 2 -h^ , -2adcosy, cos</> = 2 (ad + bc) 
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_ \ A a *+ d ') ad+(a 2 +d 2 )bc— ( a 2 +d 2 ) ad+(b 2 +c *)ad 

ad -(- bc 

\/ (a 2 + d 2 )bc + (b 2 + c T )"ad 
~~ ^ ad + bc 

2F 

Nach Nr. 3 ist sing) = , . , , wenn F die Fläche des Vier- 

T ad + bc 

ecks, also 

ad + bc \/ (a 2 + d 2 )bc + (b 2 + c 2 )ad 
r— 4F V ad + bc 

= ^VL«d + bc] [(a 2 + d 2 )bc + (b 2 + c 2 )adl 

1 



= V(ad + bc) (ab + cd) (bd + ac). 

Diese Aufgaben, denen wir keine Zahlenbeispiele beifügen, da 

deren Berechnung ziemlich einfach ist, mögen für den Augenblick 

genügen. < 

Anmerkung. Ans Nr. 1 ergibt sich unmittelbar, dass die Länge der vom 
Scheitel C eines Dreiecks auf die entgegenstehende Seite c gefällten Senkrechten 

«" ichi,t fv .(,-,)(s-b)(.-c). 

Hieraus folgt auch leicht ein Ausdruck für die Berechnung der Fläche eines 
Paralleltrapezes aus seinen Seiten. Stellt nämlich ABCD ein Paralleltrapez vor (die 
Figur wird sich der Leser leicht konstruiren können), in dem AB parallel CD, und 
ist AB = a, CD = b, . wobei a > b vorausgesetzt werde, AC = c, BD = d, ferner 

h die Entfernung beider Parallelen, so ist (a-j-b) — der Flächeninhalt des Tra- 
pezes. Zieht man aber durch C mit BD die Parallele CE, welche AB in E trifft, 
so ist AE = a — b und die Höhe des Dreiecks ACE, dessen Seiten c, d, a — h 
sind, ist h, so dass also 



h = — Vs(s-c)(s-a)(s-(a-b)),s = i(cH-d + a-b) 



ist. Demnach die Fläche des Paralleltrapezes = 
a-f-b 



— Vi(c-hd-Ha-b)^(d-|-a-b-c){(cH-a-b-d)i(c-hd-hb-a). 
Setzt man nunmehr 0 = 7 (a-j-b-f-c-|-d), so ist dieselbe, wie leicht ersichtlich : 

— ~- V(a — a) (0 — b) (0 — b — c) (0 — b — d). 
a — b 

Es ist leicht zu ersehen, welchen Werth die hier gegebenen Formeln für die 
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Praxis haben., Wir vollen in dieser Beziehung nur auf eine Anwendung der Formel 
in Nr. 2 hinweisen. Gesetzt nämlich, man solle in einem Walde eine vierseitige 
Fläche von einem badißchen Morgen = 400 Quadratruthen abstecken, und lasse 
zu dem Ende zwei schmale Gänge AD, CB (Fig. 19) durchhauen (oder finde sie 
bereits vor), die mit einander einen Winkel von 75 1 /, 0 machen. Der eine davon, 
AD, sey =- 32*4 Ruthen, und man solle nun die Länge des andern, CB, bestim- 
men. Also, wenn CB = x: 

324 x sin 75» 30' tr ^ 800 

— = 400, x - an A . „ e — 25-50R. 

2 32 4 sin 75° 30' 

Steckt man also, von dem gewählten Anfangspunkte C aus, eine Länge von 

25*50 R. = 25° 5' 0" ab, so wird das Viereck ABCD genau ein Morgen gross seyu. 

Wollte man beide Gänge gleich lang machen, so hätte man, wenn BC = AD = x: 

x l sin75°30' aM ~\ / 80Ö~ 



,™ -4/ 800 00 _ T 
- = 400, x - V/ . Hw , inn - 28-74 R. 
2 V s n75°30' 



Vierter Abschnitt. 

Untersuchung einiger speziellen Punkte. Umformungen. Auflösung 

trigonometrischer Gleichungen. 

' §.29. / 

In §.15 haben wir, um das dortige Interpolationsverfahren zu 
rechtfertigen, uns auf den Satz gestützt, dass, bei kleinen Winkel- 
unterschieden , die Differenzen der Logarithmen z. B. des Sinus 
zweier Winkel sich (nahezu) verhalten wie die Differenzen der 
Winkel. Dieser Satz setzt voraus, dass die Differenzen der Loga- 
rithmen der trigonometrischen Funktionen unmittelbar auf einander 
folgender Winkel nahezu gleich sind. Es ist diess, für die gewöhn- 
liehen Vega'schen Tafeln, die von Minute zu Minute fortgehen, für 
die Winkel, die über 5° hinausliegen, allerdings der Fall. Zwischen 
1° 30' und 5° ist es der Fall, wenn die Winkel von 10 zu 10 Se- 
kunden fortgehen, unter der ersten Gränze müssen sie jedoch von 
Sekunde zu Sekunde angegeben seyn. Es bezieht sich diess jedoch 
nur auf den Sinus und die Tangente (bezüglich auch Cotangente). 
Die neuern Vega'schen Tafeln haben daher diese Einrichtung er- 
halten. Man hat also z. B. 

Di enger, ebene Trigonometrie. 6 
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Vierter Abschnitt. 
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wodurch unsere Behauptung augenscheinlich gerechtfertigt ist. Die 
neuem Ausgaben der Vega'schen Tafeln haben somit dem in dieser 
Beziehung in den frühern obwaltenden Mangel abgeholfen. Auch 
die Oallet'schen Tafeln geben für die ersten fünf Grade den log 
sin und logtg von Sekunde zu Sekunde, und für alle übrigen Grade 
von 10 zu 10 Sekunden, sind also noch schärfer als die Vega'schen^ 
Um bei anderer Einrichtung der Tafeln den hier obwaltenden 
Uebelständen abzuhelfen, wurden, früher zwei Hülfsformeln aufge- 
stellt, deren Kenntniss immerhin noch von Interesse ist, und die 

sich leicht aus den in §.16 entwickelten Grundsätzen herleiten 

a 

lassen. Bezeichnet man die in §. 16 — genannte Grösse mit a, so 

r 

hat man sehr nahe für kleine Winkel A : 




Aber es ist 




also da man 



— «* und noch mehr 



1 

216 



a 6 wird weglassen können: 
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Untersuchung einiger speziellen Punkte. 
V fij 2' 6 V 2' 



•(>-£> 



6^ v 2 

s 

h- sinA = orVcosA. 

Gesetzt nun der Winkel A sey a", so ist a — , also 

ferner 

„_ *in a" n.T V/ 1 

tga ~ c~o7a" ~~ 180 . 60 . 60 * V cos V'* 



Hieraus folgt: 

log sin a" =-= log a + 4*6855749 + J log cos a" — 10 
log tg a" =" log a + 4 6855749 - J log cos a" — 1 0 

Umgekehrt ergibt sich hieraus: 

loga — log sin a" + 5*3144251 — \ log cos a" 



(36) 



loga — log tga"-|-5*3144251-|-§logcosa" ' ^ ^ 
welche Formeln dazu dienen, a (in Sekunden) aus dem bekannten 
log sin a" oder log tga" zu suchen. Für log cos a" kann man aus den 
Tafeln den nächst kleinern oder grössern log cos a" nehmen, da im 

- 

Anfang die log cos sehr langsam sich ändern. 

Ein Beispiel nach den frühem Ausgaben der Vega'schen Tafeln, 
die von 0° bis 6° nur von 10" zu 10" gingen, mag diess erläutern. 
Es sey gegeben log sin a" = 7 8327909. Jedenfalls liegt also der 
Winkel zwischen 0°23'20" und 0 a 23'30". Man kann somit 

log cos a" = 9*9999900, also 
i log cos a" =1 [9 9999900 — 10] = \ [29*9999900 - 30] 

^9*9999966-10 

setzen. Mithin: 

log sin a'^ 7*8327909 
- 5*3144251 
E . i log cos a" — 0*0000033 
loga" =3 1472193 

a = 1403522" = 0°23' 23*522" 
Nach den Tafeln hätte man: 

6* 
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84 Vierter Absehnitt. 

7*8327909 
log sin 0 0 23' 20" = 7*8316996 

= 3-53, a ^= 0° 23' 23*53". 

Ist gegeben 

log tga"=r 6*9758273, 
so liegt der Winkel zwischen 0°3'10" und 0°3'20"; für logcosa" 
hat man also 9-9999998. Mithin: 

logtga"^ 6 9758273 
53144251 
flog cos a" = 9-9999998 
loga"r= 2-2902522 

a" = 195-098 = 0°3' 15'098". 
Nach den Tafeln : 

6*9758273 
log,tg0°3' 10" = 9-9643286 

114987 

1 > =516, a = 0°3' 15-16". 
222764 

Die neuern Tafeln geben: 

6-9758273 

logtg0°3' 15" = 6^9756096 

2177 a = 0° 3' 15-098" 
2177 

22215 : 2177 = 1 : x, x = = 0'098, 

* * * 

also ganz übereinstimmend mit obigem Resultate, während die 
frühern Tafeln den Winkel zu gross gegeben hätten. Man sieht 
hieraus, mit welcher Schärfe die Formeln (36') den (kleinen) Winkel, 
a" geben. Aus den Untersuchungen des §.16 geht hervor, dass 
übrigens der Winkel bis über 2° gehen kann. 

Was wir hier von Sinus und Taugente der Winkel nahe an 0° 
gesagt, gilt natürlich von Cosinus und Cotangente derW T inkel nahe 
an 90° und Sinus und Tangente der Winkel nahe an 180° u. s. w. 
ebenfalls. 

§.30. 

Wie die Ansicht der Tafeln zeigt, und wie aus den Untersuchun- 
gen des §.16 ganz klar hervorgeht, werden für Winkel nahe an 0° 
die Logarithmen der Cosinus sehr langsam sich ändern (eben so 
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die Logarithmen der Sinus für Winkel nahe an 90°); da man bei 
der Bestimmung des Winkels durch den gegebenen Logarithmus 
einer trigonometrischen Funktion desselben die Aenderungen braucht, 
so wird mithin ein nahe an 0° liegender Winkel durch seinen log 
cos (ein nahe an 90° liegender durch seinen log sin) nicht genau 
bestimmt werden können. In diesem Falle wird man entweder über- 
haupt die Bestimmung durch log cos vermeiden, oder etwa für cosA 

A A 
setzen 1 — 2 sin 2 - (§. 14) und nun sin- bestimmen. Wir wollen 

in dieser Beziehung die frühern Formeln der §§. 20 und 24 — 27 
spezieller untersuchen. 

Ist wie in §. 29 a der zum Winkel A (als Mittelpunktswinkel) 
in einem Kreise vom Halbmesser 1 gehörige Bogen, und ist A sehr 

klein, so kann man immer setzen cosA = l — — , also etwa statt 



der.Formel (§.20, Nr. 1) 

c = bcosA, 
wenn A klein ist, anwenden : 




oder auch 




welche beide Formeln gleich genau sind. 



cos A* 

wird man ähnlich haben 



In (§. 20, Nr. 2) fc _ _c 



b = 




oder da — sehr klein ist: 

A 



b = c + 




* Ist der Winkel A -■= a Sekunden, so hat man: 



log a = log a + 4 6855749 - 10, log a = log a + 5 3144251. 
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86 Vierter Abschnitt. 

Soll aus der Formel (§. 20, Nr. 3) 

cos C = — , 

D 

bei nahezu b = a, C bestimmt werden, so wird diess nicht genau 

genug geschehen. Alsdann hat man besser (vergl. §. 20): 

b — a b + a 

1 — cosC = — — , 1 -f-cosC = — jj— , 

d- h. - . » b — a _ , , ~ b + a 

2sm 2 *C = -g-, 2cos 2 *C = 

welch letztere Formel in der Regel die grösste Genauigkeit gewährt. 
Dieser letztere Fall ist es vorzugsweise, in dem die Umformung 
nothwendig ist; die frühem verlangen diess weniger. Angenommen 
für die Formel c = bcosA sey b = 8347*5, A = 0°4' 15.78", so 
hat man: 

logb = 3*9215564 log 2 = 03010300 

log cos A = 9-9999997 logb = 3*9215564 

logc = 3*9215561 . A ..., QAQS)fie> 

c = 8347-494 2 log sin- =3-5848202 

log 2 b sin 2 £ = 7*8074066 

— •> 

2 bsin 2 £ = 0*006418 

b = 8347500000 

2bsin 2 £ = 0-006418 

c — 8347/493582 
Da A = 255-78", so ist log« = 0*0934415 - 3, mithin hat 
man auch: 

logb = 3-9215564 b = 8347500000 

2 log « = 0-1868830— 6 j« 2 b = Q-Q06418 
E . log 2 = 9-6989699 c = 8347*493582 

08074093 — 3 
*« 2 b = 0-006418 
Kommt in den Formeln des §. 24 A nahe an 90°, in welchem 
Falle sin A sich sehr langsam ändert, so wird man zur Bestimmung 
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von b und c besser die Formeln fiir b — c und b + c anwenden, die 
gerade in diesem Falle diesem Uebelstande ausweichen. 

Dasselbe gilt, wenn noch einer der andern zwei Winkel nahe an 
90° geht. Dass man bei sehr kleinen Winkeln die Sinus derselben 
in der mehrfach angegebenen Weise ersetzen kann, ist klar. Doch 
wird, bei der bessern Einrichtung der Tafeln diess keinen wesent- 
lichen Nutzen bringen. 

a = 7365-4, A = 89°57'34*8", B = 67° 14' 22*6"; 
A = 90° — 0°2' 25'2", C = 22°48' 2*6". 
log a = 3*8671963 ' log a = 3*8671963 

log sin B = 9*9647925 log sin 0 = 9*5883022 

E. log cos0°2' 25-2" = Q-Q00 0001 E . Iogcos0°2'25*2" = Q-Q000001 
logb = 3-8319889 log c = 3*4554986 

b = 679 1-863 c = 2854*293 

log a = 3*8671963 log a = 3*8671963 

log sin |(B — C) = 9*5776698 log cos ^(B — C) = 9*9664901 
E . log cos j A — Q- 1503621 E . log sinjA = 0*150 6678 
log (b — c) = 3*5952282 (log b + c) = 3*9843542 

b — c = 3937*569 b + c = 9646*152 

*(b + c)== 4823*076 
'(b — c) = 1968*784 
b = 6791*860 
c = 2854.292, 
welch letztere Werthe jedenfalls sicherer sind. 

Eine besondere Erinnerung ist zu §. 25 wohl nicht nöthig, da 
die erste Auflösung ohnehin als allgemeinere aufgestellt worden. 
Dasselbe gilt für die §§. 26 und 27, da namentlich fiir §. 26 eine 
genügende Auswahl von Formeln stattfindet. 

• Mi. 

Ein zweiter Punkt, den wir hier besonders noch in's Auge fassen 
wollen, betrifft die Anwendung der Einführung von Hülfswinkeln, 
wovon wir in der zweiten Auflösung -des §. 25 ein Beispiel gesehen 
haben. Die Auflösung einer Reihe weiterer Beispiele mag über das 
dabei einzuhaltende Verfahren, das sich in allgemeine Regeln nicht 
gut fassen lässt, weitern Aufschlüss geben. 

1) Man soll Va u -f-b n vermittelst Logarithmen berechnen. Man 
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bestimme zuerst den spitzen Winkel y (a B und b B positiv vorausge- 



setzt) so, dass \ /b n 



a 

tg> = — , b B = a B tg>, 

also n m m y — — 

V(a"+b") = Va" (1 + tg» = V ^ 

a ^ S ° log Va" + b B ~~loga — ^ log cos 



■ ^ /b 2 b 

Für den speziellen Fall W-|-b 2 , ist tg<p = >/ - 2 = -(io- 

a a 

bei a und b als positiv angesehen werden), und man hat 

log Va* + b 2 = log a — log cos <p . 

m 

Hat man Va" — b" zu berechnen, so bestimme man den spitzen 

Winkel <p aus \ 

siny == V — b n <a°, 

ä 

so ist a n sin 2 ^ = b n , also 



m 



Va" — b" = V a" ( 1 — sin 2 <p) = Va n cos 2 9, 

" n 2 

logva" — b n = - loga + — log cosy. 

Sey z.B. zu berechnen — r-r- 

Va'-b 3 , 

wo man bloss weiss, dass 

loga = 3-7812475, log b = 2*9876547. 
Zunächst hat man <p zu berechnen. Dazu hat man 
logb 3 =8'9629641 88096107 1592.1-4 

E.loga s =8-6562574 -10 logsin3 0 41'50 " 4515 325 7 "~ 

176192215 1592 
log sin 9 = 8-8096107 logcos3°41 '50" = 9-9990952 

_6 

logcosy = 9-9990946 (§.19) 
|loga=2-8359356 üebrigens wäre: 

Va 3 -b 3 =684*6725. p-l=239*3136, logb 3 =8-9629641 

11-3419315 
logV'(a 3 .b 3 )=2-8354829 
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Einführung von Hülfewinkeln. 89 

so dass die direkte Berechnung vielleicht bequemer wäre. Die erste 
Form ist jedoch sicherlich geschmeidiger, und desshalb auch hier 
aufgeführt. 
2) Man soll 

x = a [cos a cos ß -\- sin a sin ß cos y] 
durch logarithmische Rechnung finden. 
Man bestimme den Winkel <p so, dass 

tg (p = tg a cos y, <p zwischen 0 und 180°, 

■ • 

also . sin ff , cos a 

sin a cos y = tga> . cosa — - , 

COS(f 

so ist 



x 



[_ . sin w . cos a . sin /?T 
cosa cos ß-\ — 
cosy J 



acosa r _ . a cos a cos (q> — ß) 

— l cos w cos ß -4- sin w sin ß \= L . 

cosy r T cosy 

Durch Einführung zweier Ilülfsgrössen kann man x übrigens 

auch auf eine andere Form bringen. Bestimmt man nämlich r und 

xp so, dass 

r sin xp = cos a, r cos xp = sin a cos y, 

so ist 

x = ar [sin xp cos ß -\- sin ß cos t//J = ar sin (xp-\-ß). 

Zur Bestimmung von r und xp hat man: 

cotga cosa sin a cosy . v n J1Qftl) 

tgxp = — — , r = — — , oder r = -. xp zwischen 0 und loO . 

T cosy smxp cosxp T 

3) Man soll 

a sin a sin ß -f- b cos a cos ß cos y 
logarithmisch berechnen. Man bestimme den Winkel y (zwischen 
0 und 180°) so, dass 

b 

cotg y = — cotg a cos y, 
a 

also , acosro.sina 

b cosa cosy = * , 

sin (f 

so ist 

• o i u * • 0 i a cos y s in a cos/? 

a sin a sin ö -f- b cos a cos ß cos y = a sin a sm ff H —. 

siny 

asin« r . . _ . asinacos(aj — ß) 

= — 1 sm y sin ß + cos a> cos ß = : — . 

siny x T J siny 



90 Vierter Abschnitt. 

4) Man soll a-j-b oder a — b berechnen, wenn man bloss die 
Logarithmen von a und b kennt, d. h. also aus log a, log b soll man 
log(a-f-b) oder log(a — b) suchen, wo a>b und beide Grössen 
positiv sind. 

Man bestimme den Winkel g> so, dass 

tg a y = r> a = btg 2 y, 

so ist 

b 

log (a + b) = log [b (tg 2 g> + 1 )] = log—r- = log b — 2 log cos 9. 

COS (p 

Man bestimme weiter xp so, dass 

sin 2 xp = b = a sin 2 xp, 

so ist 

log (a — b) = log [a (1 — sin 2 1//)] = log a + log cos 2 xp 

= log a -f - 2 log cos xp. 
Die Gaussischen Logarithmentafeln, wie sie zuerst in der 
„Monatlichen Korrespondenz" XXVI. Band, S. 498 ff. veröffentlicht 
wurden, sind bekanntlich zu dem Zwecke konstruirt, aus log a und 
logb den log(a + b) und log(a — b) zu erhalten. 

5) Man soll 

a sin a — bsin/?_ 
asina+bsin/? 
zur logarithmischen Rechnung bequemer einrichten. 
Man bestimme g> so, dass 



so ist 



* bsin/7 . . . 

tgo> — — — , bsin^ = asinatg«>, 
a sin a r 

x = asin«-asin«tgy ^ l-tgy 

asina-j-asincetgy *l-f-tgy ™ h 



wenn <p < 45°; ist <p > 45°, so ist diese Grösse = — tg(<p — 45°). 

Diese Beispiele mögen genügen, da wir ohnehin bei den An- 
wendungen Gelegenheit haben werden, weitere beizufügen. In vielen 
Fällen mag die unmittelbare Berechnung wohl eben so schnell zum 
Ziele führen; namentlich dann aber werden diese Umformungen von 
wesentlichem Nutzen seyn, wenn man bloss die Logarithmen der 
vorkommenden Grössen kennt und natürlich also das Aufschlagen 
der Zahlen zu vermeiden wünscht. Wir wollen nun noch einige Bei- 
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Auflösung trigonometrischer Gleichungen. 91 

spiele von Auflösungen sogenannter trigonometrischer Gleichungen 
anfuhren, die zugleich zu weiterer Erläuterung des Vorgekommenen 
dienen werden. 

Anmerkung. Einige allgemeine Bemerkungen mögen hier noch beigefügt 
werden. Will man einen Hunswinkel 9 einführen dadurch, dass man 

sin 9 = A oder cos 9 = A 
setzt, wo A eine bekannte Grösse ist, so muss der Werth von A nicht über 1 hin- 
ausgehen. Da, wenn A positiv ist, die erste Gleichung zwei zwischen 0 und 180° 
liegende Werthe von 9 gibt (die zusammen 180° ausmachen), so wftre man im 
Zweifel, welcher zu wählen sey; in diesem Falle muss man sich für. den einen oder 
andern entscheiden — in der Kegel wird diess für den kleinern geschehen. Die 
zweite Gleichung bestimmt den zwischen 0 und 180° liegenden Winkel 9 vollkom- 
men ; ist A > 0, so liegt <p zwischen 0 und 90°, ist dagegen A <C 0, so liegt 9 
zwischen 90° und 180°. 

Soll dagegen 9 aus 

tg 9 = A qder cotg 9 = A 
bestimmt werden, und man nimmt 9 zwischen 0 und 180°, so kann A einen ganz 
beliebigen Werth haben. Ist dabei A>0, so liegt 9 zwischen 0 und 90°; ist da- 
gegen A<0, so wird man 9 zwischen 90» und 180° erhalten. Wollte man 9 



sin* 9 = A, oder cos* 9 = A 
bestimmen, so müsste A positiv und nicht > 1 seyn; 9 wäre dann zwischen 0 und 
90° enthalten. Sollte dagegen 9 aus 

tg l 9 — A, oder cotg*p = A 
bestimmt werden, so müsste A positiv seyn, und man würde 9 zwischen 0 und 90° 
nehmen. 

• ' '. §.32. 

1) Aus der Gleichung 

a sin x -|- b cos x = c 
soll x bestimmt werden. 

Man bestimme den zwischen 0 und 180° liegenden Winkel y, 
so, dass 

b , asin<p 
x a cosy 

so ist also 

. asinopcosx 

asinxH = c, 

: cos <p 

a sin x cos qp -j- a sin q> cos x = c . cos q> 

a sin (x -f- <p) — c . cos qp 

. ' . c.cosgp 
sin (x + q>) = -. 



a 
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Au» dieser Gleichung erhält man allerdings sin (x -f <p). Schliesst 
man alle ausserhalb 0 bis 360* liegenden Werthe von x aus, so 
wird, wenn sin (x -j- <r )> 0, x-f-<p im ersten oder zweiten, wenn 
ein (x -j- <p) < 0, x -)- <p im dritten oder vierten Quadranten liegen. * 
Man erhält also immer zwei gleich mögliche Werthe von x. Wäre 
c . cos q& 

— - — > 1, so wäre die Aufgabe unmöglich. 
Sey z. B. 

log a = 2*8734275, log b— 1 8727342 (—), log c = 22473402. 
logb = 1-8727342 (— ) logc = 2*2473402 

E . log a = 7 1265724 log cos q> = 9 9978462 (— ) 

log tg q> = 8 9992066 (— ) E . log cos a = 7 1265724 

<p = 174° 1 7' 545" log sin (x + 9) = 9 3717588 ( — ) 

13° 36' 49-2" 
_ } 193°36 / 492" _\ 19° 18' 547" 
x -r»—| 346 » 23*10-8"' x ~) 172° 5'16'3"* 
Die beliebige Zufugung von 360° wäre natürlich gestattet, in- 
dem auch a sin (x -\- n . 360°) + b cos (x + n . 360°) = c , wenn 
asinx + bcosx = c ist (§. 9). 
Die Gleichung 

acos (x-f-a)-f-bcos (x-\-ß) = c 

kommt auf 

(a cos a -f- b cos ß) cos x — (a sin a + b sin ß) sin x = c, 
also auf die obige, zurück. Dasselbe gilt offenbar von den Glei- 
chungen 

a sin (x + a) + b sin (x + £) = c, asin(x+«) + bcos (x-\-ß) = c. 
2) Aus der Gleichung 

cos nx -|- cos (n — 2) x = cos x 
die zwischen 0 und 360° liegenden Werthe von x zu ermitteln. 



* Ist y <C 90° und sin (x -f- g>) ^> 0, so liegt, wie gesagt, x -(- q> im ersten 
oder zweiten Quadranten ; dabei könnte es sich aber ereignen, dass der so erhal- 
tene, im ersten Quadranten liegende Werth von x-f-p kleiner als g> wäre; alsdann 
wäre x negativ. Wollte man den negativen Werth von x vermeiden, so braucht 
man ihm bloss 360° zuzuzählen. 

Ist 9 ]> 90° und sin (x -j- g>) ^> 0, so wird der eben erwähnte Fall eines nega- 
tiven x sicherlich für x-J~9<90° eintreten; er kann aber auch für x-\-9^>90* 
eintreten. Will man die negativen Winkel vermeiden, so wird man sich 
wie so eben helfen. 
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Man hat (§. 14): 

cos nx + cos (n — 2) x = 2 cos (n — 1) x cos x, 
demnach ist obige Gleichung 

cosx = 2cos (n — l)x.cosx, 
und ihr wird Genüge geleistet, wenn 

cosx = 0, oder 2cos(n — l)x = 1, cos(n— l)x = {. 
Die erste dieser zwei Gleichungen verlangt (§. 9), dass x = 90° 
oder 270°; die zweite dagegen, dass (n als positive ganze Zahl vor- 
ausgesetzt) : 

(n - l)x = 60°, 300°, 420°, 660°, 

(n — 2) 360° + 60°, (n — 2) 360° + 300°, 
woraus die Werthe von x folgen. (Ausser den zwei ersten, für 
welche cos (n — l)x = $, erhält man die übrigen durch Zufügen von 
360°, 2 .360° u. s. w. Bis zu (n— 1) 360°-f60° wird man nicht 
gehen, da sonst x > 360° wäre. Vergl. §. 19, S. 56.) 

3) Die Gleichung a sinx = b tgx 
gibt, wenn man nach §.12 setzt: 

tgx atgx . 

sinx= ± w 6 , ± 6 =i — btgx, 

Vl+tg'x Vl+tg*x 
woraus durch Quadrirung : 

^l^b'tg'*, a'tg'x = b'tg'x(l+tg'x). ~ 

Aus dieser Gleichung folgt: 

tgx = 0 oder a 2 = b 2 (l + tg 2 x). 
Die erste Gleichung verlangt, dass x=0 oder 180° (wenn man 
x zwischen 0 und 360° nimmt); die zweite dagegen gibt 

_ tgx = ± V g — . cosx = ±-, 

woraus freilich vier Werthe von x folgen, die in den vier Quadran- 
ten liegen, wobei jedoch a*>b J seyn muss. Alle vier Werthe wer- 
den indessen nicht zulässig seyn, da, wenn a und b von demselben 

■ 

Zeichen sind, auch tgx und sinx es seyn müssen, und wenn a und 
b verschiedenes Zeichen haben, eben so tgx und sinx von verschie- 
denem Zeichen sind. * 



b 

* Die vorgelegte Gleichung ist übrigens auch a cos x — b, cos x = — . 
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Sey a = 5, b='l, also 

tgx = 5sin x, 
so ist, nach letzterer Gleichung : 

tgx= ± V24. 
log tg x = *log (24) (±) = 10-6901056 (±). 

Winkel = 78° 27' 46-9" 

- 

also hat x die vier Werthe (nebst 0° und 180°): 

78°27'46*9", 258°27'46'9", 101°32' 131", 281°32' 131", 
von denen für die ersten zwei tgx = + \/24, Tür die andern zwei 
tgx = — V24. Von diesen genügen der erste und letzte der vor- 
gelegten Gleichung ; die zwei andern der Gleichung tg x = — 5 sin x. 

Durch beliebiges Zufügen von 360° erhielte man alle beliebigen 
Winkel , welche der vorgelegten Gleichung genügen ; wollte man 
negative Winkel zulassen, so würde man sie durch beliebiges Ab- 
ziehen von 360° erhalten, oder auch dadurch, dass man obige Werthe 
nur negativ nehmen würde, da auch tg ( — x) = 5 sin ( — x), wenn 
tg(4~x) = 5sin(+x) (§.13). 

4) Man soll aus den zwei Gleichungen 

xsin(a — z) = a, xsin(/9 — z) = b 
die Werthe von x und z bestimmen, wenn a, ß, a, b bekannt sind. 

Die Addition dieser zwei Gleichungen gibt: 

x [sin (a — z) -f sin (ß — z)] = a + b, 
d.h. 2xsin[K« + £> — z]cos*(« — /?) = a + b. (§. 14.) 

Eben so die Subtraktion : 

x [sin (a — z) — sin (ß — z)] = a — b, 
d. h. 2 x cos [$(« + £) — z]sin$(a — £) = a — b. 

Dividirt man beide Gleichungen, so hat man : 

' . tg[K« + /?)-z]cotgK«-/?)=^> 

* 

tgÖ(«+«-*] = |±Jtgi(«-«,. 

worin, wenn a — ß negativ seyn sollte, tg \ (oc—ß) durch — tg \ (ß—a) 
zu ersetzen ist (§. 13). Setzt man noch 

tg 9 = |. b = a tg , , 5±J = }±JJ = tg („ + 45«) (§. 8), 

so ist tg ß (« + ß) - z] = tg (<p + 45°) t«(« — ß). 

Aus dieser Gleichung ergibt sich \(cc-\-ß)~- z (immer mit zwei 
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Werthen, die um 180 verschieden sind), also auch z. Kennt man 
nun z, so findet man x aus den Gleichungen 

«i b 
~~ sin (a — z) ~~ sin (ß — z)' 

oder auch 

a-f-h a — b 



x=- 



28in[i(«+/»)— z]cosi(«-/?) 2cos[i(«+/*)— zjsini («-/*)' 
Wären bloss die Logarithmen von a und b gegeben, so würde 
man natürlich die erstem Gleichungen bequemer anwenden. 
Die Gleichungen 

x cos (a — y) = a, x cos (ß — y) — b 
kommen auf die frühern zurück, wenn man setzt : 

y-z-90 0 . 

Als Beispiel wollen wir «=180°, ß— 90° voraussetzen, also 
die Gleichungen 

x sin z = a, x cos z = b 
uns vorlegen. Dann sey 

log a = 0-1 727600 (—), logb - 03531 154(— ), 
K«+/S)-135°,K«-/?) = 45°; 
logb = 03531 154 (—) 
E.loga ^ 9-8272399 (—) 

logtgy ~ 10 1803553, <p = 56°34' 8'6", <p + 45° = 101 °34' 8'6" 
logt g (y+45°) = 10-6888658(-) U01*34'8'6" 

log tgK«-ft ^io-ooooooo 135 °- z - .11 

logtg[K«+/?)-z] = 10'6888658(— ) ' 01 * 54öt> 

101°34'8-6 // _( 33°25'51'4" 

Z ~~j— 146°34' 8-6" 
Will man den negativen Winkel nicht annehmen, so addire man 
360° und erhält z = 213°25'51'3".* Da a und b negativ sind, so 
wird x negativ seyn, wenn man den ersten Werth von z, positiv 
wenn man den zweiten wählt. Man hat im letzten Falle: 



* Diese Zufügung von 360° zu z ist hier offenbar gestattet, da in den ur- 
sprünglichen Gleichungen eine solche erlaubt ist. Ist nämlich 

z sin (a — z) = a, x sin (ß — z) = b, 

so ist auch 

x sin [o — (z + 360°)] = a, x sin [ß — (z + 360°)J = b, 
gemäss §. 9. Bevor man jedoch eine solche Znfügung Tornimmt, muss man sich 
immerhin überzeugen, ob sie auch geradezu gestattet ist, was immer sehr leicht ist. 
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log a = 0 1 727600 (— ) 
E . log sin (a — z) = 0*2589023 (— ) 
logx = 04316623 

x = 2*70185 (im ersten Falle x = — 2-70185). 
Uebrigens hätte man in diesem Beispiele auch direkt: 



cotg z — - x= + Va 2 -j-b 2 . 

5) Aus den Gleichungen 

sinx = asiny, 2tgx = tg{y 
sollen x und y bestimmt werden. 

Man hat zuerst hieraus durch Division 

2tgx = tgjy 
sin x a sin y' 
d.h. 2 sin^y 1 



cosx 2 a sin \y cos Jy «cosjy 2acos 5 Jy* 
cosx = 4acos 2 {y = 2a(l + cosy) (§.14). 
Da aber sin 2 x-|-cos 2 x = 1, so ist also cos 2 x-|-a 2 sin 2 y = 1, 
d.h. a 2 sin 2 y + 4a 2 (l + cosy) 2 =l, 

oder a 2 — a 2 cos 2 y-f-4a , -(-8a 2 cosy-f-4a J cos , y = 1, 

3a 2 cos*y + 8a 2 cosy = 1 — 5a 2 

cos 2 y4-fcosy = ^ — f, 
cosy = — 1± \/^+». 

Setzt man nun 

2 3 V3 1 , 

tg 2 (p = ~ v tgy = — , 3p = itg'y, 

so ist 

co 8 y = -i±iV^7+"l = -!±3^. 
1+cosy = _, ± _L_ ^_Ti T _ 1 _1 = _..£?15L+i. 

ÖCOSO) 8 L COSttJ COS«) 

Aber (§.14). 

cos (p — 1 f\ — cosqA.siny 2sin 2 $y 

cosy V siny J cosgj 2 sin \<p cos 

(£-\-l f\ -f-cosaAsin q> 2cos 2 jcc 

^— 1 — =1 — L . — 1 ^ = — -— L V"tg^ = COtg4g)tg«>, 

cosy V sing) -/cosy 2sin*ycostg> oy oiy By> 
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mithin 

|— Jcotgiy tgy. 

Daraus ergibt sich zur Lösung unserer Aufgabe das folgende 
Gleichungssystem (da 2a(l +cosy) = cosx): 

/ 2a 

V3 ) "3 tg * ytgy ' t ^^' = 2t ^ x - 

, cosx = < 2a 

/— -jCOtgAytgy 

Sey z.B. log a== 0*8593277 — 1, so hat man die nachstehende 
Rechnung : 

$Iog3= 0*2385606 log2 = 0*3010300 

E.loga= 9*1406722+1 loga= 0*8593277—1 
logtgy= 10*3792328 logtg$g) = 9*8235321 
y — 67° 20' 3*37" logtgy = 10*3792328 
t<p = 33° 40' 1 *68" E . log 3 = 9*5228786 
• logcosx= 9*8860012 

x = 39°43'26*18" 
log 2= 0*3010300 
logtgx- 9*9195602 
' logtgJy= 10*2206902 

Jy= 58°57' 46*58" 
m 117°55'33*16". 
Wir haben hiebei nur den einen Wert Ii von cosx benützt, und 
I bloss =r39°43'26*18" gesetzt, während auch 

x = 360° -39°43' 26*18"* 
sevn könnte. (Die hier behandelte Aufgabe kommt in der Astro- 
nomie vor. Yergl. Grunert's Archiv XX, 8. 2 ( .)~>.) 

§ 33. * ' 

Bereits früher haben wir Gelegenheit gehabt, Bögen, welche 
Winkel umspannen, zu betrachten; wir haben dort den Halbmesser 
willkürlich gelassen. Oft ist es jedoch bequemer, denselben = 1 zu 
setzen, da dadurch der Bogen leicht auszudrücken ist. Beschreibt 
man nämlich zwischen den Seiten eines Winkels x mit einem Halb- 
messer = 1 einen Bogen, so ist dessen Länge: 

Dienger, ohone Trigonometrie. 7 
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wenn x in Graden gegeben ist, 

gleich iL, log i | r = 8-2418773674-10, 
wenn x in Minuten gegeben ist, 

wenn x in Sekunden gegeben ist, 

«" ic " I8Ö^T6Ö> '^Tsö^eö^ 46855748666 - 10 - 

Wir wollen die Bezeichnung so wählen, dass wir schreiben arc x 
und darunter denjenigen Bogen (arcus) verstehen, der zwischen deo 
Seiten des Winkels x mit einem Halbmesser == 1 beschrieben ist. 

I) Wir wollen nun annehmen, man lege nns die Gleichung 

arcx=2sinx 

zur Auflösung vor. Es tritt diese Frage dann auf, wenn man iu 
einem Kreis diejenige Sehne sucht, welche den zu ihr gehörigen 
Kreisausschnitt halbirt. Ist nämlich x der Mittelpunktswinkel, r 

der Halbmesser, so ist r.arcx die Länge des Bogens, also — arcx 

die Fläche des Ausschnitts; die Fläche des von der Sehne und bei- 

den Halbmessern gebildeten Dreiecks ist — sin x, also muss 

r* 

- arc x = r 2 sin x, arc x = 2 sin x 

*j ► 2 

seyn. 

Um diese Gleichung zu lösen, verfährt man in folgender Weise : 
Gesetzt man kenne zwei nur wenig von einander verschiedene 
Winkel « und ß (ß > a) so beschaffen, dass * 

arc a — 2 sin a und arc ß — 2 sin ß 
• von verschiedenen Zeichen sind, so wird der gesuchte Werth von 
x nothwendig zwischen a und ß liegen. * 



* Sey z.B. die Grösse arc a — 2 sin a negativ, arc ß — 2 sin ß positiv ; fernerwird,, 
da arc x sowohl als 2 sin x sich mit x nur allmälig andern, die Grösse arc x — 2 sin x 
auch sich mit x nur allmälig Andern. Da nun für x = o diese Grösse negativ für 
x — ß(^> a ) aber positiv ist, so wird sie, wenn man x von a Iiis ß allmälig wachsen 
lässt, einmal durch Null gehen, d.h. es wird einen Werth von x «wischen a und ß 
gehen, für den arcx — 2sinx = 0, also arcx = 2shix ist. Gerade diesen aber 
suchen wir. 
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Man wird also setzen können 

x = « + n, 

wo die Grösse u klein im Verhältniss zu a ist (also z. B. nur wenige 
Minuten oder Sekunden beträgt). % 

Der Annahme nach hat man also: 

arc (« + u) — 2 sin (« -f- u) = 0. 

Ferner ist offenbar 

arc (a -f- u) = arc a + arc u, sin + = sin a + arc u cos a, 
wenn man cosu = 1, sin u — arc u setzt (§. 15), was man beiläufig 
darf. Demnach ist 

arc a + arc u — 2 sin « — 2 arc u cos a = 0 
arc q [1 — 2 cos, a J = 2 sin a — arc et 

2 sin a — arc a 

arc u — ~z 

1 — 2 cos a 

aus welcher Gleichung beiläufig arcu, also auch u gefunden wird. 
Ob nun der wahre Werth zwischen a und a-f-u» oder a-\-\\ und ß 
liege, entscheidet sich durch die Zeichen von 

arc a — 2 sin a, arc (« + u) — 2 sin (a -(- u), arc ß — 2s'wß; 
sind die zwei ersten Grössen von demselben Zeichen, so wird x 
zwischen a-f~ u und ß liegen? sind sie von entgegengesetztem Zei- 
chen, zwischen a und a-f-u, immer unter der Voraussetzung, dass 
a -(- u < ß. Man hat jetzt zwei nähere Gränzen von x, mit denen 
man in derselben Weise verfährt. Es gibt noch eine andere Art der 
Auflösung, die wir sogleich aus einander setzen wollen, nachdem 
wir obiges Beispiel nach der angegebenen Weise gelöst haben. 



Von diesem Werthe an wird arc x natürlich immer wachsen, da ja arc x über- 
haupt wachst mit wachsendem x ; da dies« bei 2 sin x nicht der Fall ist, so wird also 
nicht mehr arc x = 2 sin x werden können, so dass es nur einen einzigen Werth von 
x gibt, der uiu-erer Gleichung genügt. Wir setzen freilich dabei x nur positiv vor- 
aus. Würden wir auch negative Werthe zulassen, so gäbe es noch eiuen zweiten 
Werth, der, dem ersten gleich; aber negativ wäre. 

Uebrigens ist auch für x = 0: arex = 2 sin x; diesen Werth aber wollen wir 
nicht weiter beachten. 

Unsere Auflösung setzt voraus, dass man zum voraus zwei Gränzen kenne, 
zwischen denen x liegt. Diese selbst hat mau durch Probireu zu finden, was kei- 
neswegs sehr schwer ist. Man hat zu dem Ende ja bloss die zwei (z. B. um 1° ver- 
schiedenen) Werthe a und zu suchen, so beschaffen, dass 

2 sin a > arc a, 2 sin, ß < arc p 

ist. 

7* 
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Man findet tiir a— 108°, ß— 109°. wenn man die Tafein für 
die zum Halbmesser 1 gehörigen Bögen benützt: 

arc 100° =174532 arc 100°= 1*74533 

arc 8° = 0-13962 arc 9 0 = 0 15708 

arc 108° = 1 -88494 arc 109° = 1*90241 

log2 = 0*30103 log2 = 030103 

log sin 108° = 9 97821 log sin 109° =JW567 

027924 0-27670 
2 sin 108°= 1*9021, 2 sin 109°= 1891 

also arcl08° — 2sinl08°<0, arc 109° — 2 sin 109° > 0, 
d. h. x zwischen 108° und 109°. Mithin : 

2 sin 108° — arclOS 0 



arc u = 



l-2cosl08° 



log 2 = 030103 00172 AnlnÄ 

Ä , , arcu = = 0'0106, 

logcosl08° = 9-48998(— ) 1*6180 

9* 791 Ol ( — ) u zwischen 36* und 37', also unge- 

2 cos 108° = — 0*61803 fähr x= 108° 36', so dass mao 

1-2 cos 108°= 1*61803. vermuthet, es liege x zwischen 

2sinl08 0 ^arcl08°=0 0l72 108°36' und 108°37'. 

Es ist nunmehr: 

arc 100° = 1 7453292 arc 100° = 1*7453292 

arc 8° = 0 1396263 arc 8° = 0'1396263 

arc 36 / = 0*0104720 arc 37' = 00107629 

arc 108°36' = 1*8954275 arc 108°37* = 1*8957184 

log 2 = 0*3010300 log 2 = 0*3010300 

log sin 108° 36* = 9*9767022 log sin 108° 37' = 9*9766597 

0*2777322 0*2776897 

2sinl08°36' = 1*895536 2 sin 108° 37' = 1 89535 

• . Da somit 

arc 180°36' - 2 sin 108°36* < 0, arc 108 0 37'— 2 sin 108°37' > 0, 
so Jiegt x zwischen 108°36' und 108°37 / . Man setzt also jetzt 
a=108°36' und hat: 

log cos « = 9-5037353 (-) 
log 2 = 0*3010300 

9-8047653 (— ) 
1 cos« = — 0-63791-87, l—2cos* = 1*6379187, 
1-895536 — 1*895427 0*000109 



i 



arcu = 



1-6379187 1*6379 ' 
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also wenn man u in Sekunden hiernach logarithmiseh berechnet 
(vergleiche die Kote zu §. 30) : 

logarcu" = 0.82315-5 
531442 
. * . 113757 

u= 1372". ' 

Also beiläufig x = 1 08°36' 1 3". Man hat 1 08°36' 1 3"=390973", 
mithin wenn man arc 108° 36' 13" logarithmisch berechnen will 
(Note zu §. 30): 

log 390973 = 5-5921468 log 2 = 0-3010300 

4-6855749 log sin 108°36 / 13" = 9 9766930 
log arc 390973" = 0 27772 17 log 2 sin 108° 36' 13" = 0*2777230 

* ■ 

log 390974 = 55921479 log2 = 03010300 

4 6855749 log sin 108° 36' 14" = 9^766923 
log arc 390974" = 0*2777228 log 2 sin 108° 36' 14" = 0 2777223 

also arc 108° 36' 13" — 2 sin 108° 36' 13" < 0, 

arc 108° 36' 14" — 2 sin 108° 36' 14" > 0, 
d. h. der gesuchte Winkel x Hegt zwischen 

1Ö8°36'13" und 108°36'14". 

. Wir haben oben gesagt, dass es noch eine zweite Methode gebe, 
nach welcher man Gleichungen dieser Art lösen kann, und es ist 
von Interesse, dieselbe ebenfalls darzustellen. 

Da man arc x = 2 sin x, 

also auch log arc x = log (2 sin x) 

haben soll, so wird man wieder wie vorhin zuerst zwei wenig ver- 
schiedene Werthe a und ß suchen, für welche die Grössen 
log arc a — log (2 sin a), log arc ß — log (2 sin ß) 
von entgegengesetztem Zeichen sind. Der wahre Werth x liegt 
dann zwischen a und /?, so dass man 

x = a + u 

wird setzen können. Da a-j-u nicht viel verschieden ist von a, ß 
dessgleichen, so hat man nach §. 15: 

log 2 sin (a -f u) — log 2 sin a : log2 sin ß — log 2 sin a = u : ß — a, 
log arc (« + u) — log arc a : log arc ß — log arc a = u : ß — a, 

woraus leicht folgt, wenn man die ersten Seiten beider Proportionen 

» 

subtrahirt : 
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< • 

log 2 sin (a -f- u) — log arc (et -f- «) ~ log 2 sin <* + log arc a : 
log 2 sin £ — log arc ß — log 2 sin a + l«g arc « = u : ß— et, 
und da log 2 sin (« + u) = log arc (a -(- u), so ist also log arc a — 
log 2 sin a : log 2 sin ß — log arc ß — [ log 2 sin a — log arc a \ = u : 

( log arc et — log 2 sin et ' 

' log 2 sin ß — log arc 0 — [log 2,sin a — log arc a] * 
Im obigen Beispiele ist a = 108°, ß =- 109°, /? — a = 60', 
log arc 108°— log 2 sin 108°= — 0*00395, log 2 sin 0 — log arc ß = 
— 0-00260, also > 

^ u ; _ 60 -0 003 95 395 

11 - w ' _ 0-00260 — 0 00395 °° * 655 ~ * 
Weiter a= 108° 36' = 6516'; ' " * ' 

log arc 108°36' = 0*2777072, log2 sin 108°36' = 0*2777322, 

ß = 108°37' = 6517', ß - cc ~ 60"; 
log arc 108° 37' = 0*2777738, log 2 sin 108°37' = 0*2776897, 

U -*°'-r841 - 250 ~ b0 - 1091 ■ ' 
also x== 1 08° 36' 13" wie oben. 
2) Sey vorgelegt: 

arex = £sin2x + {/r, 
welche Gleichung wir ebenfalls nach beiden Methoden lösen wollen. * 
Zunächst hat man wieder zwei Werthe von x, a und ß t zu suchen, 
für welche 

arc« — £sin2a — {rt, arc ß — j sin /? — {/r 
von verschiedenen Zeichen sind. Alsdann setzt man 

x = a-f-u, 

sodann cos u = 1 , sin u = arc u, sin 2 u = 2 arc u, 



* Man findet diese Gleichung, wenn man einen Viertelskreis durch eine 

Senkrechte auf einen der zwei begr&nzenden Halbmesser balbiren will. Würde 

etwa in der Figur 13 man sich einen senkrechten Halbmesser auf CG in C denken 

und es sollte AFG gleich = £ der Kreisfläche seyn, so wäre GCA = x und also 

r*arcx r : sinxcosx r*sin2x « 

Ausschnitt GAC = — AFC = L^J±lf = U^±± t 

2 2 4 

, - . * 

d.h. mithin: r*arcx r*sin2x r'jr . . _ , it 

— = ■ — , arc x — t sm 2 x = — , 

2 4 8 4 

arc x = 4 sin 2 z -+■—. 

T 4 
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und hat: arc(a + u) = fsin(2«+ 2u ) + W> 
d. h. arca + arcu = T s ' n 2a + arcu. cos2a-(-|fr 

arc a — S sin 2 a — {7% \ sin 2a-\-{n — arc a 

avc u = - — — — ' =- * , 

cos 2 er — 1 1— cos 2 er 

nach welcher Formel «reu erhalten wird, und u sodann leicht ge- 
funden werden kann. 

Der ganze Rechnungsmechanismus ist nun der folgende, wobei 
wir wieder Tafeln von arc a benützen wollen. 

arc66°= 11519173 
arc 67° =1 1693705 
Jogsin 132° = 9-8710735 log sin 134° = 9*8569341 
E . log 2 = 9-6989699 E . log 2 = 9*6989699 

0*5700434—1 0-5559040—1 
f sin 132° = 0-371 5724" jsin 134° = 035967 

iyr = 078539 82 {n = Q'78539 

1 1569706 1 14506 

arc€6 e <^sinl32° + A7r, arc 67° >*sin 134° + ^, 

« = 66°, 0 = 67°. 
cos 132° = - 0 6691306, 1 — cos 132° = 16691306 
_ 1 1569706- 1*1519173 50533 t ,- 0 . 00302 
arCU 1 6691306 16691306 

u zwischen 10' und 11'. 
arc66°= 11519173 arc66 § = 11519173 
- arc 10' = 0-0029089 arc W = 00031998 
arc66°10 v = 1*1548262 arc66* H' = 11551171 
logsin 132*20' = 9*8687851 log sin 132 ö 22' = 9*8685548 
E.log2 = 9*6989699 E . log 2 = 9*6989699 

0*5677550—1 0-5675247—1 
4 sin 132 0 20' = 03696196 *sin 132° 22' = 036942 
< n = 0-7853982 { n = 0' 78539 

11550178 115482 
a = 66° 10', 0=66° 11'. 
cos 1 32° 22' = — 0*6738726, 1 — cos 2 a = 1 '6738726, 
1*1550178— 1*1548262 ' ™„, c 
arCU= 1*6738726 = 0-0001146, 

u zwischen 23" und 24" ; also x = 66 6 10' 23", auf Sekunden genau. 
Nach der zweiten Metliode muss 
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104 V. Vierter Ab« 

log [arc x — |7r] = log $ sin 2 

seyn. Demnach: 

log$sin(2a-f-2 u) — log j sin 2 «.log 4 sin 2/? — log$sin2a 

— u:ß — a, 

log [arc (a -f u) — \tz] — log (arc a — {n): log [arc ß —in] 
— log [arc a — {7rj = u:ß — «, 
woraus dann, da log | arc (« -f- u) — {71] = log ^ sin (2«-f 2 u): 
log [arc a — { tt] — log \ sin 2 a : log { sin 2 ß — log [arc /? — £ rr] 
— |log£sin2« — log [arc« — Jtt]) —u:ß — a 

u — (ß a ), log[arc« — jyr] -logjsin2« 

log \ sin 2 £ — log [arc ß — \ n] — j log ^ sin 2 « 
— log[arca— Jtt)! 
« = 66°, £ = 67°, ß — « = 60'. 
log [arc 66*— * tt] = log 03665191 = 0-5640966-1 

log \ sin 2 « = 0-5700434-1 

— 0*0059468 
log [arc 67°— \n\ = log 0'3839724 = 0 5843000—1 

log ^ sin 2ß = 0-5539040—1 
0-0283960 

ßA — 0-0059468 • 59468 

u = 60 . ■ — — — fio — 1 n' 

— 00283960 — 00059468 ~^ ' 343428 • 
« = 66° 10', /? = 66°I1>, ß-a = 60". 

log [arc 66° 10' — Jnrj = log 03694279 = 0 5675297— 1 

log { sin 2 « =^5677550— 1 

— 0-0002253 

log [arc 66° 1 1' — Jt*] = log 0 369 71 88 = 0-5678715—1 

log | sin 2 /? = 0-5675247—1 
• >• • ' 0-0003468 

... —0 0002253 , 2253 

u = 60. - = 60 — 

- 0 0003468 - 0 0002253 U * 5721 16 b * 
also x = 66° 10' 23*6". . \ 

3) Man habe die Gleichung: 

arcx.sin4x= 1. * 

— .. 

\ * • » " * 

* Man erhalt diese Gleichung, wenn man sich die Aufgabe stellt, in, einem 
Viertelskreis einen von einem Endpunkte aus gerechneten Bogen zu bestimmen, 
so, dass seine Sehne, wenn man sie verlängert, bis sie den Halbmesser des andern 
Endpunkts des Viertelskreises trifll, mit ihrer Verlängerung dem Boge« gleich sey. 
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Auflösung trigonometrischer Gleichungen. 105 

Hier ist also 

arc|a + u|sin|$a-f£u] = 1, 

} arc er — (— arc n { |sinYtt + |arcucos$aj = 1, 

oder wenn man arc 2 u vernachlässigt: 

arcasin£a-|-arcu [sm£a + 4arc«cos$a] = 1 

1 — arcasinAa 

arc u -- -T-; — r- ; t- 1 . 

sin $ a -\- \ cos ±a arc a 

Rechnet man nach diesem Schema, so ergibt sich 

x = 84° 53' 38*8". 

Nach der weiten Methode müsste 

log arc x -j- log sin \ x = 0 

seyn. Nun ist 

Log sin { (a -f- u) — log sin \ a : log sin \ß — log sin \ a — u : ß — <*, 
log arc (a -j- u) — log arc a : log arc ß — log arc « = u : ß — «, 
woraus durch Addition, da 

log sin { (a + u) + log arc (a + ü) = 0 ist, 
— log sin $ a — log arc a : log sin $ ß + log arc ß — log sin £ a 

— log arc a = u : 0 — a 

log [arca . sin^a 



->,. 



u = (ß-a). 



log [arc a . sin { et) — log [arc ß sin \ ß]' 
Wir wollen hiernach die Rechnung nochmals durchführen: 
« = 84°. 0 = 80°, ß-a = 60'. 
log arc 84 0 = 0 • 1 66 1 565 log arc 85 0 = 0 * 1 7 1 2962 

log sin 42 0 = 9^8255 1 09 log sin 42 0 30' = 9^296833 
0-9916674— 1 00009795 
= —0 0083325 

— 0 0083325 _ 83325 _ , 

u -~ b °*— 0*0083325 — 0*0009795 93120 °' ' 

« = 84° 53', ß = 84° 54', ß — a = 60". 
log arc 84 0 53' ;= 0' 1 706997 log arc 84 0 54' = 0' 1 707850 
log sin 42° 26' 30" = 9-829200.3 ' log sin 42° 27' = 9^292694 

0-9999000—1 00000544 
= — 0-0000999 ' 
-m ~~ 0-0000999 _ . 999 

u — öü -_ 0-0000999 — 0*0000544 '1543 

x= 84° 53' 388". 
Zur Uebung mögen dienen: 
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] Ob" Fünfter Abschnitt. 

arcx = cosx, x = 42° 20' 47*2"; 
arc x = sin x + *tt, x = 132°20'47'2", 
arcx = sinx-j-j}7r, * = 149° 16'270"; 
arcx = $tgx, xc=66°46'54*2". 

(Euler. introdnctio II.) 

M » 



Fünfter Abschnitt. 

Bestimmung eines Dreiecks aus Verbindungen einzelner Stöcke. 

» * 

§•34. . 

> 

Wir haben im dritten Abschnitte gesehen, in welcher Weise ein 
Dreieck zu berechnen ist, wenn gewisse Stücke in demselben bekannt 
sind. Die dort als gegeben angesehenen Stücke waren jeweils nur 
einzelne Seiten und einzelne Winkel. Es kann aber auch der Fall 
eintreten, dass die gegebenen Stücke nicht einfach Seiten und Win- 
kel, sondern Verbindungen mehrerer Seiten und Winkel sind, oder 
dass weitere Grössen bekannt sind, die das Dreieck geometrisch 
vollkommen bestimmen, so dass es auch analytisch muss bestimmt 
werden können. Wir wollen, ohne un6 in weitere allgemeine Er- 
örterungen einzulassen, an einer Reihe von Aufgaben zeigen, wie 
man hier zu verfahren hat. 

1) In einem Dreieck ist gegeben eine Seite a, ein ihr anliegen- 
der Winkel B, und die Differenz der beiden andern Seiten; man soll 
das Dreieck berechnen. 

Die beiden andern Seiten sind b und c; wenn nicht gesagt ist, 
welches die grössere der beiden seyn soll, so ist die Differenz b — c 
positiv oder negativ zu nehmen, so dass wenn a die gegebene Diffe- 
renz, man hat b — c— + a. 

Nun ist (§. 22 (29)): 

sin A : sin ß = a : b, sin C : sin A = c : a, 

, , asinB asinC 

b=— — — , c = — — — , 
sinA sinA 

mithin, da sicherlich A + B + C = 180°, C = 180° — (A + B), 

sinC = sin(A + B): 
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Bestimmung eines Dreiecks aus Verbindungen einzelner Stücke. 107 

•>-c=^ Ä LsinB- si n(A + B)l=a A A J 

■ 28in- cos— J 

. / 2 2 

., ' ■ • (§• H) 

, A A ■ (§ - U) ~ "Ä 

s,n 2 COS 2 . ■ C0S 2 

— — acosB + asinBtg- (§.8), 

d. h. ■ »■» i • . ^ 

+ « = — acosB-|-asinBtg— , 

i 

A acosB + a 
^ 2 ^ asinB ' 

woraus, da — < 90°, der Winkel A bestimmt werden kann, voraus- 
gesetzt, dass die zweite Seite dieser Gleichung positiv ausfalle. Ist 
also z.B. B stumpf, so kann bei et bloss das obere Zeichen gelten, 
da natürlich dann b > c ist u. s. w. Ist nunmehr A bestimmt, so 
kennt man in dem Dreiecke eine Seite und alle Winkel und kann 
dasselbe nach §. 24 berechnen. 

Sey etwaa=173, B = 56°25' 13", b>c, « = 27, so ist 
acosB = 95*686, acosB + <*= 122*686, 
log(acosB + «) = 2*0887950, logasinB = 2*1587521, 

log tg^ = 9*9300428, | = 40°24' 18*5", A = 80 0 48'37*1". 
Z Z 

Anmerkung. Wären beide Grössen acosB-f-or, acosB — a positiv, so 

gäbe es zwei Werthe von — also auch zwei Dreiecke; in dem einen (a mit dem 

obern Zeichen) wÄre b*>c, in dem andern b<lc. Es versteht sich von selbst, 

dass, wenn das Dreieck möglich seyn soll, nicht bloss tg — positiv ausfallen muss, 

.Mindern es muss auch A-|-B< 180° seyn. Ueberhaupt dürfen bei all diesen Auf- 
gaben die Resultate deu Grundbedingungen der Möglichkeit eines Dreiecks nicht 

widersprechen. — Fiele tg — negativ aus, so wäre mit den gemachten Angaben 

ein Dreieck unmöglich. 

2) Der Umfang eines Dreiecks ist gegeben, so wie die drei Win- 
kel, man soll das Dreieck berechnen. 
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108 Fünfter Abschnitt. 

Man hat: a : b = sin A : sin B, a : c = sin A : sin C, 

a sin Ii asinC 
n = — : — — , c = — ; — — , 
sin A sin A 

also da a-f-b + c = a gegeben ist : 

. asinB , asinC fsin A + sinB + sinCT 

sinA sinA L sinA J 

Aber 

sin C = sin (A + B) = 2 sin \ ( A + B) . cos } ( A + B), 

sin A + »in B = 2 sin { ( A + B) . cos ^(A - B), (§.14) 

also 

sin A + sin B + sin C = 2 sin *( A+B) [cos \ ( A+B) + cos J (A — B)J 
= 2 sin { ( A + B) ^2 cos ^ . cos ,=± 4 sin \ (A + B) cos ^ cos ^, 

und da sini(A + B) = sin[90° — *C] = cos*C, 

also . , . , . " A B C 

sin A -f- sin B -f- sin C = 4 cos — cos — cos — , 

1 L L 

so ist 4cos{Acos$Bcos£C _ 4 cos JA cos ^B cos 

sinA 2 sin cos JA 



= 2a. 



cos^B cos^C 



sin^A 
Hieraus : 

. A B . C 

sin- sin- sin- 

a== *"' B C b "^ g< A C C = ^' A " B* 
cos- cos- cos— cos— cos— cos 

Für a = 13000, A = 48° 17' 30", B = 63°39' 40", C = 68° 2' 50", 
erhält man : 

a = 3775*96, b = 4532 85, c = 4691 19. 
Wollte man den Flächeninhalt des Dreiecks durch die gegebenen 
Stücke linden, so hätte man für denselben (§. 28) : 

-.AB. r , .ABC C 

abwnC > Wn 2" n 2 WnC g , sm- sm-. 2 sin-cos- 

2 5< * B A -C — 8 B A ,C- 

cos — cos— cos cos — cos — cos — 
III III 



. A . B . C 
, , Sin 2 S,n 2 Sin 2 , A B C 
= ' A B C = ** tg 2- tg 2' tg 2- 



cos — cos — cos — 
2 2 2 
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- 

3) Man kennt die sämmtlichen Winkel eines Dreiecks und die 
Summe a + b zweier Seiten. 

Aus §. 23 folgt : 

_ (a + b)sinjC 
° — cos J (A — B)' * . 

wodurch die dritte Seite gefunden, und somit die Aufgabe auf §. 24 
reduzirt ist. 

Man hat übrigens auch nach §. 23 Formel (32) : 

a - b = (a + b) = (a + b) tg *( A - B) tg * C, 

wodurch a — b gefunden wird, und da man a + b bereits kennt, so 
erhält man leicht a und b. 
Für y 

a + b = 650, A == 65 0 28' 1 3 6", B = 42 0 30' 3 6", C = 72 8 1 ' 42 'S" 
findet sich a = 373, b = 277, c = 390. 

4) Ist die Differenz a — b gegeben und die Winkel, so hat man 
(§.23): 

c = (a - b A C ° S j -T oder a + b = (a - h) cotg J C cotg * (A - B). 
sin^A — B) 

Für 

a — b = 3243*2, A = 79° 8' 33", B - 44° 17' 56", C = 56° 33' 31" 
folgt: a = 11 227*2, b = 7984, c = 9539*18. 

5) Man kennt eine Seite a eines Dreiecks, die Differenz B — C 
der beiden Winkel an derselben (B > C) und die Differenz der zwei 
andern Seiten b — c (natürlich auch b > c). 

Nach §.23 Formel (33): 

44 a sin K« — C) 
cos4A = 

■ 2 b— c 

wodurch A geftinden wird. Dann ist (§. 23 Formel (32)) : 

b + c = (b ^ c) cotg^A cotg|(B - C), 
wodurch b + c erhalten wird, also, da man b — c kennt, aitchb und 
c, so dass jetzt genügende Stücke bekannt sind (§. 26). 

a = 5691 -99, b — c = 1363*02, B — C = 25° 57' 20", gibt 
A = 40°37'20"; b =- 8671 03, c = 7308 01, B = 82°40'0", 

C = 56°42'40". 

6) Man kennt nebst den drei Winkeln die Grösse a + b — c 
und soll das Dreieck berechnen. 
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HO Fünfter Abschnitt. 

# 

Wie in Nr. 2 ist 

l~sin A + sin B — sin CT 
a + b-c = a|_ J 

r 2 sin j (A+B) cosj(A -B)-2 sin ^( A+B) cosj(A+B) -| 
— a L 2sin*Acos$A J 

= a . sin f ( A Ä + t B v ) [cos t f A - B ) - cos 4 ( A + B ) 1 
sm^AcosjA 

2 a cos j C sin |A sin jB 2a sinjB cos 

~sin}Acos$A cos$A 

(a+b — c)cos^A _(a + b — c) .cos^B 

a ~ 2siniBcos^C ' ~" 2sin*Acos*C * 

c = (a + b) -(a + b-e). ■ . 

a + b-c = 910, A = 67°22'48'5", B = 53° V 484", 

C = 59° 29' 23*1 gibt a = 975, b = 845, c = 910. 

7) Es ist die Summe a + b, die Seite c und Winkel C gegeben. 
Da C gegeben ist, so hat man A + B = 180° — C; ferner folgt 

»§' 23: c. s! (A-B) = ^^ 

• c 

A — B 

also wenn man A>B voraussetzt, so findet sich hieraus — - — , 

indem ganz sicher }(A — B) < 90°, mithin da auch $ (A + B) = 
90° — iC, so findet man A und B und die Aufgabe ist auf §. 24 
zurückgeführt. 

a + b = 944-3, c = 525-486, C = 64° 9' 16" gibt 
A^40°32'16", B = 75° 18' 28", a = 379*5, b = 564 8.. - 

§. 35. 

8) Man kennt den Flächeninhalt F eines Dreiecks, eine Seite a 
und den Umfang U = a + b + c. 

Aus §. 23 Formel (34) folgt, da 2 s = U: - 

A \ / qü -b) ftÜ=^j _ \ / W- aj ft U - b) (jU^ 17 ^ 
tg 2 = V iüftU-a) ~ V aU) i qU-a) 1 

Hieraus findet sich A. Da b + c = U — a, so kennt man auch 

l. + c, mithin erhält man aus §. 23: 

(b + c)suUA 
cos^(B — C)= — — 
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nnd wenn man B > C voraussetzt, den Winkel B — C; da B + C 
= 180°^ A, so firtdet man jetzt B nnd C und kann, da 

b - c = (b + c) tgi (B - C) . tg) A (§. 23 Formel (32)), 
leicht noch b — c berechnen, also b und c finden ; oder auch, da a, 
A, B, C bekannt sind, die Aufgabe auf §. 24 reduziren. 

F= 151872, a = 625, U = 2034 gibt A = 41° 42' 32*1", 

B = 32°3r 13*5", C = 105°46' 14 4", b = 505, c = 904. 

9) Man kennt den Flächeninhalt F, den Umfang U= a + b + c 
und den Winkel A. 

Aus §. 28 folgt: 

2F 

bc = - — r , b -fr c = ü — a, 
sin A 

also (b + c)* = b J -f 2bc + c J = (U~ a)V 

Nach §. 22 (31) ist aber 

b ^ + c » = a » + 2bccosA = a 2 + i£^ = a 2 +4FcotgA, 

also hat man 

(U-a) 2 = a 2 + 4FcotgA+ 4F 



sin A' 

U l — 2aU + a* = a* + 4FcotgA + 4F 



sin A* 

U*-2aU = 4FcotgA + 4£-, 

sin A 

ü 2 — 4 F fcotg A + -J-y) = 2 a U. 
V smA-' 

Aber 

" .. 1 co&A4-l 2cos*AA 
K + ifal = -änr = 2 sin i A co. i A = * A ' 
also 2aU = U' — 4Fcotg$A, r . 

U'-4FcotgiA U 2F 
a = — 2Xf =2— ü COtglA - 
Kennt man hiedurch a, so hat man auch b-{-c = U — a, und 
dann ans §.23: (b + cWA 

a 

wodurch, wenn man B > C voraussetzt, B — C gefunden ist. Da 
B -f- C = 180° — A, so findet man nunmehr B und C und kann jetzt 
das Dreieck leicht berechnen. 
. Natürlich muss a positiv und < b + c, d. h. < U — a ausfallen. 



- 



r 
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10) Man kennt einen Winkel C eines Dreiecks, so wie die zwei 
Stücke, in welche die von diesem "Winkel auf die entgegenstehende 

Seite c gefällte Senkrechte diese Seite tlieilt. 

... i • • 

Fig. 20. 




Fällt die Senkrechte CD innerhalb des Dreiecks, so soll x po- 
sitiv seyn ; fällt sie ausserhalb, so soll dagegen x negativ genommen 
werden. Alsdann sind die zwei Abschnitte immer c — - x = AD und 
x = ± BD, und es muss also in der Aufgabe geradezu angegeben 
seyn, ob die Senkrechte innerhalb des Dreiecks fällt, oder nicht. 
Die zwei Grössen c — x und x als bekannt angesehen, hat man : 

c — x = bcosA, x = acosB, 

also b cos A c — x 

acosB. - x 

Ferner: , . . . _ b sin B 

a:b = 8inA: sin B, — = - — r , 

a sin A 

also ^ 

cosAsinB _ c— x cosAsinB _e cos A sin B ^ c — 2x 

sinAcosB - x ' sinAcosB -1 " x' sinAcosB x 
worin c = (c — x) + x==AD±BD, und c^ — 2x = (c — x) — x 
= AD + BD bekannt sind, 

d.h. cosA sinB -)- sinA cosB c_ cosAsinB — sinAcosB c — 2x 

sin A cos B x' sinAcosB x 

oder sin(B-|-A) _ c sin (B — A) _ c — 2 x 

sin A cos B "~ x ' . sin A cos B x ' 

woraus : sin(B + A) _ c_ 

• sin(B — A)~c—2x' 

also da B+A= 180° — C, sin(B + A) = sind 

sinC c . , . x c— 2x . _ 

-t-ttt — — 7T~> sm(B — A) = smC. 

sin(B — A) c — 2x • ■ ' c ., 

Ist hier — negativ, so hat man statt dieser Gleichung; 
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c — 2 x 

sin(A — B) = - sinC. 

c 

Hieraus ergibt sich A — B oder B — A, welche Differenz bei 
positiven) x sicherlich < 90° ist, 'da sowohl A als B unter 90° lie- 

c — 2 x 

gen; bei negativem x, in welchem Falle positiv, also B > A 

c 

ist, könnte die Differenz B— A kleiner oder grösser als 90° seyn, 
so dass man für B — A einen spitzen und einen stumpfen Winkel 
erhielte. Beide Auflösungen werden dann im Allgemeinen zuzu- 
lassen seyn. Da A-(-B = 180° — C, so erhält mau A, B, und es 
muss B (bei negativem x) stumpf ausfallen. Man wird also in die- 
sem Falle zwei Dreiecke erhalten, wie diess auch durch geometri- 
sche Konstruktion leicht gezeigt werden kann. Denkt man sich 
nämlich die Linie DC verlängert, so wird man auf ihr noch einen 
zweiten Punkt sich wählen können, für den die Linien nach B und 
A mit einander denselben Winkel machen wie die vonC nachA und 
B. Es ist diess schon daraus ersichtlich, dass wenn man den Punkt 
C zuerst in D legt und sich dann denselben auf der unbegränzten 
Geraden DC (die wegen gegebenen AB und BD ja gegeben ist) 
fortbewegen lässt, der Winkel C eine Zeit lang wachsen, dann einen 
grössten Werth erreichen und von da an wieder abnehmen wird. 
Ein jeder Winkel C, der nicht jenen grössten Werth überschreitet, 
kann mithin zweimal vorkommen. Für den Fall des grössten Wer- 
thes wird B — A = 90°, Mie leicht ersichtlich, da dann sinC am 
grössten ist, und dann freilich sind die zwei aus obiger Gleichung 
folgenden Werth« von B — A einander gleich. 

11) Kennt man in der vorigen Aufgabe statt des Winkels C etwa 
die Seite b, so ist: 

c — x 
cos A — - , 

wodurch man sicher A erhält. Aus c(= AD ± BD), b und A be- 
rechnet man das Dreieck nach §. 25. 

12) Man kennt die drei Höhenlinien eines Dreiecks, dasselbe 
zu berechnen. 

Seyen «,"/?, y die drei Höhenlinien von den Spitzen A, B, C 
aus, so ist offenbar 

«a ~ /?b = yc, 

Dien gor, ebeno Trigonometrie. 8 
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114 Fünfter Abschnitt. 

da die Hälfte jeder dieser Grössen die Fläche des Dreiecks aus- 
drückt. Daraus folgt: 

a a 

b — - — a, c = — ii, 

f Y 
also die Fläche auch (§. 28): 

(_a + ^a + ^a)=*«a, 

d. h. 

a V(ßy + *y + aß) (ßy + ccy~ aß) (ßy - ay+dß) ( - ßy + «/ + 

= 2«/? 2 y 2 , 

V(/?y+ay+«/?) (ßy+ay-aß) (ßy-ay+aß) (-ßy+ay+aß) 
woraus dann b und c. Aus den drei Seiten folgen dann die Winkel 
(§•26). 

* 

13) In einem Dreiecke kennt man den Winkel C , die von C 
auf c gejUllte Senkrechte h und den Umfang des Dreiecks 

U = a + b + c. 

Zur Bestimmung der drei Seiten a, b, c hat man offenbar fol- 
gende Gleichungen (§§. 28, 22): 

absinC = ch, c 2 =a 2 + b 2 — 2 ab cos C, a-f-b + c = U. 
Daraus folgt 

a+b = ü — c, a 2 + 2ab + b 2 = U 2 — 2Uc + c 2 , 

d. h. da 

a 2 + b 2 = c 2 +2abcosC = c 2 + ^cosC = c 2 + 2cheotgC: 

sin L 

c' + 2chcot g C + |^ = U'-2Uc + c J , 

2 c h [cotg C + ~'\ = U 1 - 2* c, 

2ch [£2!^] = U »_ 2Uc>2cH . WiC ,_ 2 
L sinC J 2sin$Ccos$C 
2ch.cotg$C = U 2 — 2Uc, 2c[h.cotg^C + Ul^U' 

U 2 

° MicotgiC + ir 
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Kennt man nun c, nimmt ferner an, es sey a > b, so kennt man auch 
ch 

ab = -r7,, ferner a + b = U — c; man hat also 
sinC 

a + b = «, ab = 0, a und ß bekannt. 
Daraus a J + 2ab-fb 2 = a* 

4ab -=Aß 
a l — 2ab-f b* = a 2 -4ß, 



d.h. (a— b) 2 = « 2 — 4ß, a — b = W — 4ft 

und da a-f-b — a,a — b = Va 2 — 4 ß, 

so tindet man a und b. Aus den drei Seiten ergeben sich sodann 

die drei Winkel. 

14) In einem Dreieck kennt man die drei Winkel A, B, C, so- 
wie die Senkrechte h, die von der Spitze C auf c gefallt ist. 

Man hat offenbar (Fig. 20) : 

^- = sin A, — = sin B, 



b 

d.h. 



h = - — - , a = 



6inA* sinB' 
Sind nun a, b, C bekannt, so ist das Dreieck gegeben. (§. 25). 
Diese Aufgaben mögen genügen, um zu zeigen, wie man sich in 
ähnlichen Fällen zu helfen hat. 

Statt weitere Aufgaben dieser Art beizufügen, ziehen wir es 
vor, nunmehr eine Reihe praktisch mehr oder minder wichtiger 
Fälle zu betrachten, die uns Gelegenheit genug geben werden, die 
vorgetragenen Lehren anzuwenden. 

Anmerkung. Wir haben bereits in der Anmerkung zu Nr. 1 in §.34 dar- 
auf aufmerksam gemacht, dass wenn die Aufgaben, -die hier gestellt wurden, eine 
Losung zulassen sollen, die Resultate nicht den Grundbedingungen der Existenz 
eines Dreiecks widersprechen dürfen. Diese sind aber: 

Drei positive Winkel, deren Summe = 180°. ist, können immer in einem Drei- 
ecke vorkommen. 

Drei Gerade, von denen je zwei grösser sind, als die dritte, können immer ein 
Dreieck bilden. 

Sollen drei gegebene Winiel, welche der ersten Bedingung entsprechen, mit 
drei gegebenen Graden, die der zweiten entsprechen, in demselben Dreiecke ver- 
einigt seyn, so müssen die Winkel und Geraden den Formeln (29) in §. 22 entspre- 
chen (also natürlich auch allen übrigen Formeln der §§. 22 und 23). 

Ein Winkel, der gesucht wird, muss also immer positiv und kleiner als 180° 
seyn; zwei Winkel müssen zusammen kleiner als 180° seyn u. s. w. 



8* 
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Sechster Absc hnitt. 

Auflösung einer Reihe praktischer Aufgaben. 

§.36. 

Indem wir nachstehend eine Reihe Aufgaben, die mehr oder 
minder für die Praxis wichtig sind, lösen, haben wir natürlich nicht 
die Absicht, einen Kursus der praktischen Geometrie aufzustellen. 
Die Aufgaben sind für uns hier nur in so ferne von Interesse, als 
sie Anwendungen der vorgetragenen Lehren fordern; die wirkliche 
Ausführung, die dabei nöthige Vorsicht u. s. w. kann begreiflich 
nicht Gegenstand dieses Abschnitts seyn. Eben so haben wir auch 
gar zu einfache Aufgaben nicht berührt, wenn sie gleich vielleicht 
für die Praxis sehr wichtig sind. 

1) Man soll die Länge der unzugänglichen Geraden AB be- 
stimmen, wenn man von zwei Punkten C und D aus sowohl A und 
B als auch jeweils D oder C sehen kann. 

Man messe die Standlinie CD = a, rif.ti. 
sodann die Winkel a, ß, y, <J, so wird sich ü ^ / / 
hieraus AB = x bestimmen lassen. 




In dem Dreieck ACD kennt man näm- 
lich die Seite CD nebst den Winkeln 
ACD = a + ß, ADC = y, kann also nach 
§. 24 das Dreieck berechnen, namentlich c~~* ^"ZJ 
also die Seite AD; in dem Dreieck BCD kennt man eben so CD 
und BCD = ß, CDB = y -f- 6*, kann dasselbe also gleichfalls be- 
rechnen, speziell die Seite DB. In dem Dreieck ADB endlich kennt 
man AD, DB nebst ADB = S, kann also dasselbe nach §. 25 be- 
rechnen, d. h. die Seite AB finden. 

Zur Uebung legen wir vor: * 
CD = 45501-62, a = 39°8'48*l", ß = 67° 13'57'4", 
y = 44° 12' 39-6", S= 18°30'9'2", 
woraus AB = 40876-03 folgt: 

Es wäre auch möglich, dass AB die Standlinie CD durchschnei- 
den würde. Misst man nun wieder CD = a, die Winkel a, ß, y, ö, 
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so kann man in dem Dreieck CAD, nach §.24 A Fig.». 
die Seite AD, in dein Dreieck CBD nach §. 24 
die Seite BD berechnen. Alsdann erhält man aus ! 
dem Dreieck ADB nach §. 25 die Seite AB. 
Sey für diesen Fall: 
CD = 88901 14, « = 29° 24' 34*9", 
£=25° 8' 35-0", y = 44° 12' 39*6", 
<$=18°30'9-2", 
so hat man (§§.22, 25): 

CAD = 180° - (a + y), CBD = 180°- (ß + d); 
CD . sin a „ CD . sin ß 

* • 




AD = 



sin(a + y)\ sin (/? + <*)' 



2 sin + VAD.BD 
tg ^ ~ BD -AD ' 



Aß = BD-AD ; 
cosy 



a + y = 73° 37' 14'5", ß + <S = 43 0 38' 44'2", 
$(y + <T) = 31 0 21'24-4". 
log CD = 4-9489073 log CD = 49489073 

log sin a = 9 691 1 267 log sin ß = 9*6282663 

E . log sin (a + y) = 0-01 79930 E . log sin (/? + S) = 0' 1 6 1 0276 
log AD = 4 6580270 log BD = 4* 738201 2 

AD = 45501-63 BD = 54726*95 

BD — AD = 9225-32 
log (BD — AD) = 3-9649814 
log 2= 0-3010300 



log (BD — AD) = 3-9649814 
E. log cos (p = 0-7572171 
log AB = 4 7221985 
AB = 52747 09 



- log siiii (/ + *)= 9-7163086 
*logAD = 2-3290135 
£logBD= 2-3691006 
E . log (BD — AD) = 6-0350185 
logtgy = 10-7504712 
log cos y = 9-2427828 
2) Gesetzt man kenne, wie im Falle Nr. 1, die Länge von CD; 
man habe dagegen die vier Winkel CAD, DAB, ABC, CBD ge- 
messen und soll nun AB berechnen. 
Mau hat für die erste Figur: 

ACB = 180° ~ (CAB-f ABC), 
ADB = 180° — (DAB + ABD), 
kennt also AGB und ADB; nunmehr ist, wenn AB = x, CD = a: 
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x:BC = siuACB:sinCAB, BC = 



xsin CAB 
"sin AGB ' 



x : BD = sin ADB : sin DAB, BD = x . S1 "^ . 

sin ADB 

Im Dreiecke CDB ist nun (§. 22): 

a 2 = BC 2 -f BD 2 -2BC.BD.cosCBD 
— ^piVCAB , sin 2 DAB 2 sin CAB . sin D AB . cos CBD~| . 
Lsin 2 . 

also 



-sin 2 ACB + sin 2 ADB sin AGB . sin ADB I ' 



a 



x = 



V[ 



sin 2 GAB sin 2 DAB 2 sin CAB . sin DAB . cos CBD "! ' 
-sin 2 ACB sin 2 ADB sin ACB . sin ADB J 

Ganz dieselbe Formel gilt auch für die zweite Figur. 
Will man diese Grösse zu logarithmischer Rechnung bequemer 
einrichten, so sey (vergl. §. 25) 



sin CAB 



sin ACB 
alsdann ist 



= in, 



sin DAB 



= n, CBD — u; tgcc = ; 

n * m — n 



a '-(q> zwischen 0° und 180°). 



sin ADB 

acos<jp 
m — n 

3) Man kennt die Linie AC = a, BC = b, die Winkel DAG = 
DBC = /?, ACB — y und soll hieraus die Lage des Punktes D be- 
stimmen. 

Sey ACD = x, DCB = y, also x -f- y = y. 
Nun ist (daADC = 180° — (a+x)u.s.w.): 
CD : a = sin a : sin (a -f- x )> 
CD : b — sin ß : sin (ß -f- y), 



also 



CD 



asm a 



CD = - 



bsin/9 



woraus 
asiiirt 



•in (« + *)' sintf+y)* 
bsin£ &m(ß~\-y) hsmß 



asm« 



sin(« + x) sin (/?+)')' sin (a + x) 
d. h. da y = y — x: 

sin(/? + y — x) b sin ff 
sin(« + x ) asina' 
sin(/? + y)co s x — cos (ß + y) sinx _ b sin ß 
sinacosx + cosasinx ~~ asin«' 
sin (ß + y) — cos (ß + y) tg.x _ b sin ß 
sina + cos#*ttf x asina 
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a sin a sin (ß -f- y) — b sin a sin ß 

— [b cos a sin ß -\- a sin a cos (ß - j- y) ] tg x 
sin a . [ a sin (ß + y) — b sin £ | 
^ X ~~ asinacos(/?-f-y)-r-l>cosasin£' 
Hieraus folgt x, das jedenfalls < 180°, ganz unzweideutig; eben 
so erhalt man dann y und endlich CD. Durch diese Grössen ist 
dann die Lage von D vollkommen bestimmt. 

a = 119757-85, b= 110675*82, 
« = 60°22'21-4", 0 = 66° 10' 8*5", y = 90°7' 1 18". 

log a = 50783040 log b = 5*0440506 

log sin a = 9 939149 1 log sin a = 9*9391491 

log sin (ß + y) = 9-6043600 log sin ß = 9-9612983 

4.6218131 4*9444980 
a sin « sin (ß + y ) = 4186 1 *34 b sin et sin ß = 88003* 10 

log a = 5*0783040 
log sin « = 9*9391491 
logeostf + y) = = 9*9616987 (— ) 

4*9791518 (—) 
a sin a cos (ß + y) = — 953 12*92 
log b = 5*0440506 41861*34—88003*10 46141*76 

log cos« = 9*694041 1 tgX "-95312*92+50048*38 _ 45264'-54 
log *mß = 9*9612983 log Zählern 4*6640941 

4 6993900 E . log Nenner = 5*3442418 
b cos« sin ß = 50048*38 logtgx= 10*0083359 

x = 45°32'59*4" 

v = y x = 44° 34' 12*4", « + x = 105° 55' 20*8" 

log a = 5*0783040 
log sin a- 9*939 J491 
E . log sin (« + x) =£0169901 
log CD = 5*0344432 
CD = 108253*8 
4) Diese Aufgabe kann angewendet werden, um (ungefähr) die 
Entfernung eines Planeten von der Erde zu bestimmen, wenn man 
dabei die Erde als Kugel ansieht. 

In zwei Punkten A und B, die auf demselben Meridian * liegen, 

* Wir wollen uns dieErdo als Kugel. denken; alsdann bildet derjenige Durch- 
messer derselben, um den sie sich bei ihrer taglichen Bewogung dreht, die Erd- 
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misst man in dein Augenblick, da der Pianet 
S durch den (Himmels-) Meridian geht, die J' 
Zenithdistanzen SAA', SBB' desselben, so 
kennt man AC = CB, den Halbmesser der 
Erde, den Winkel ACB, so wie SAC = 180° 
— SAA', SBC = 180° - SBB' und berech- 
net also CS nach Nr. 3 (wenn C der Mittel- 
punkt der Erde ist). 




Fig.^5. 



5) Die vier Punkte A, B, C, D liegen 
in gerader Linie, K ausserhalb dieser Linie. A a ? VgvJ " ^ ° b P 
Man kennt AB = a, CD = b, nebst den 
Winkeln AEB «, BEC = ß t CED "= y; 
man soll BC = x suchen. Denken wir uns 
von E auf AD eine Senkrechte gezogen, 
und sey die Länge derselben — z, so ist 



v ' 
V 

E 



Fläche des Dreicks AEB = £ = AEBEsin " (§. 28), 

2 2 

nm , bz CE.ED.siny 

LDK = — .= - , 



AED = ( a + b + x)z = AE.DEgin(«+/g+y) 
2 2 



mn xz BE . CE 

BEC — — = — sin /ff. 

2 2 



axe, welche, bis an das Himmelsgewölbe verlängert, letzteres in den Polen 
(Nord- und Südpol) trifft. Da in Folge der taglichen Umdrehung der Erde das 
ganze Himmelsgewölbe sich um die Erde zu drehen scheint, so sind die Pole, als 
in -der Drehaxe liegend, die einzigen Punkte desselben, die ruhig bleiben. Legt 
man durch die Erdaxe und einen Punkt der Erdoberflache eine Ebene, so schneidet 
dieselbe die Erdflache in einem Kreise, der den (irdischen) Meridian des fraglichen 
Punktes bildet. Erweitert man diese Ebene bis an das Himmelsgewölbe, so schnei- 
det sie dasselbe im (himmlischen) Meridian des Ortes der Erdoberfläche. Ver- 
längert man den in den fraglichen Erdort gezogenen Erdhalbmesser, bis an das 
Himmelsgewölbe, so trifft er dieses im Zenith des Ortes, das also senkrecht über 
letzterem am Himmel liegt. Das Zenith befindet sich mithin im Meridian. 

Ist S irgend ein beliebiger Punkt, A' das Zenith von A, so heisst der Winkel 
A'AS, die Z enithdistairz des Punktes S. Man kann letztere also auch erklären 
als den Winkel, den die im Punkte A senkrecht auf die Erdoberfläche gezogene 
Gerade mit der von A nach S gezogenen Linie bildet. 
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Hieraus folgt, wenn man das Produkt der zwei letzten Glei- 
chungen durch das der zwei ersten dividirt: 

(a-j-b -j-x^x _ sin/gsin(cg-|-/g + y) 
ab sin a sin y 

(a+b)x+x . ;= absin / ? - 8i »(«+^+y) , 

sin asm/ 



x = _ f a+lP ) ± \/ absin/?sin(«+ff+y) ■ (a + b) 2 
V 2 J sin a sin y 4 

Man bestimme nun einen Winkel <p (zwischen 0*und 90°) so, dass 

,„„_ 2 \/*wm ßyai{« + ß + r) 

4?^ — — TT V : : 1 » 

x a-j-b sinasmy 

so ist ab sin ß sin (a -f - ß -f- y) _ (a -f- b) * tg 2 y 

sin a sin y' 4 
und da, weil x positiv seyn muss, man nur das obere Zeichen beibe- 
halten darf, hat man : 



a+b a+b- /r - 5 r— a+b a+b 1 

= -— +— Vtg >+ 1 " = -— +— 

= f^rO - cos?) = S±J? tgy tg{y (§. 32, Nr. 5). 

a=1450, b = 965, a = 25°37', /? = 48°19', y = 32°53'; 

x= 118405. 

6) Man kennt im Dreieck ABC alle Stücke (also alle Seiten 
und Winkel); im Punkte D misst man die Winkel ADC = m, 
BDC = n; man soll die Lage von D bestimmen. 

Fig. 26. 




Sey CAD = x, CBD = y, so ist 

CD : b = feiin x : sin m, CD : a = sin y : sin n, 
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sinm sinn 
b sin x a sin y sin v b sin n 
sinm sinn ' sin x asinm 
Was nun x und y anbelangt, so ist 
• in der ersten Figur: x + y = 360 0 — (m + D+C), 
„ „ zweiten „ x -f- y = C — (m -(- n), 
„ „ dritten . x + y = 3(50° — (m + n + C), 
wo a, b, C die Seiten BC, AC und den Winkel AGB des Dreiecks 
ABC bezeichnen. Man hat also immer 

x-f-y = a, y = ct — x, et bekannt, 

also sin(a — x) b sin n 

sin x a sin m' 
sin a cos x — cos a sin x b sin n 
sinx asinm' 
b sin n 

sin et cotg x — cos et = — : — , 

a sin m 

b sin n . 

sin et cotg x = — ; h cos et, 

a sin m 

b sin n . 

COtg X = — : : h COtg ct. 

a sin et sin m 

Gesetzt man bestimme einen Winkel q> so, dass 

b sin n 

cotgtp = — : — , 

a sin et sin m 

so i>t sin(a-j-o>) /e 

cotg x = cotg«) -f- cotg et — — ^- z - (§. 14)- 

* sin et sin (p 

Hieraus ergibt sich x vollkommen unzweideutig; aus x folgt 
dann y =a — x. CD kann sodann in zwei Weisen berechnet wer- 
tlen, und, wenn man will, ergeben sich AD und BD aus den Drei- 
ecken CAD, CBD. 

Sey für die erste Figur 
' a = 312, b = 520, C^65°27', m = 32°52 / , n = 23 ü 25'; 
, also a = 360° — (m + n -f C) = 238° 1 6'. 



Das Pothenot'sche Problem. \ 23 

logb= 2*7160033 
logsinn— 9'5992441 logsin(a+y) = 9*5988880 
E.loga = 7*5058453 E . log sin« = 0*0703229 (— ) 

E.logsina= 0*0703229 (—) E . log sin y = 0*24281 56 
E . log simn = Q-2654514 log cotg x = 9*9120265 (— ) 

logcotg <p = 10*1568670 (— ) x = 129° 14' 10*2" 

y = 145° 7' 46*8" y = 109° l / 49*8 / ' 

a-f-y = 383 0 23'46*8" 

logb = 2*7160033 loga = 2*4941546 

log sin x = 9*8890469 log sin y = 9*9755903 

E . log sin m = 0*2654514 E . log sin n — 0*4007558 
log CD = 2*8705016 log CD = 2*8705007 

CD = 742 167 CD = 742-165. 

Wäre hier a = 180°, d. h. auch x + y = 180°, so wäre sin a = 0, 
also cotg9 = oo, <p = 0, also cotgx = J, so dass cotgx, also auch 
x nicht zu bestimmen wäre; in diesem Falle liegt aber D im Um- 
fang des um ABC beschriebenen Kreises, in welchem Fall also die 
obige Aufgabe nicht angewendet werden kann. 

Zur Uebung mögen folgende Angaben dienen: 
(erste Figur) a = 4963*763, b = 6082*769, C = 70° 15' 36*7", . 

ra = 34 0 52'10*8' / , n = 19°29' 12*1", woraus: 
x=100 0 7'26-3'',y=135°15'34*l'',CD=10473*931, 
AD = 7524-162, BD = 6348*204. 
(zweite Figur) a= 1298*365, b = 1248*474, C = 126° 50' 40*3", 

m = 33°2 / 35*4 // , n = 18° 34' 171", woraus: 
x = 49° 49' 9-3", y = 25° 24' 38*5", CD = 1749*315, 
AD = 2271*897, BD = 2830-978. 
(dritte Figur) a = 2277-819, b = 2271*897, C = 76° 57' 30*5", 

m = 97°8'15*2", n = 126° 50' 40*3", woraus: 
x = 33° 2' 35-5", y = 26°0'58*5", CD= 1248*474, 
AD = 1749*315, BD = 1298*365. 

Anmerkung. Die hier behandelte Aufgabe heisst gewöhnlich die Pothe- 
not'sche; sie wurde wegen ihrer Wichtigkeit schon vielfach behandelt; u. A. von 
Lambert in seinen „Beiträgen** I. S. 73, von Bnrckhardt in der „monatlichen 
Correspondenz" 4. S. 359, und von Bossel in derselben Correspondcnz 27. 222, 
welch letzterer eine analytische Auflösung gegeben. Auch Langsdorf in seinen 
Erläuterungen zur Kästner 'sehen Analysis S. 432 behandelt dieselbe Aufgabe. 
Bei der praktischen Wichtigkeit derselben wollen wir noch eine «weite Aullösung 
beifügen. 
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Man hat, wie oben: 

siny _ b sin n ; 

sinx asinm* 

Man bestimme nun den Winkel q> so, dass 

b sin n 
tgg — , 
a sin m 

so ist sin y sin y 

sin x cos if 
woraus leicht folgt (vergl. §. 22): 

sin y — sin x sin q> — cos y tg y — 1 

sin y + sin x ~ sin q> -f- cos <p ~~ tg <p + V 

-r- — - =tg(y-45») (§§. 14, 12) 

2,fa?±>. COB tZf 

oder y — x y-f-x 

tg • cotg^- = tg - 45°), 

tg ^ = fc g ^ • tg (y - 45°) = tg { a . tg (y - 45°). 
Isty<45°, so ist fürtg(g>--45 0 ) zu setzen — tg (45° — y) 
(§. 13). Fällt tg$a . tg — 45°) positiv aus, so ist positiv, 

also y > x und da gewiss < 90°, so bestimmt die obige Glei- 

v — X 

chung die Differenz . 

Würde tg^a . tg (<p -- 45°) negativ seyn, so wäre x > y und man 
hätte eigentlich 

tg ClfO - tg i « . tg (y - 45°). 

In allen Fällen kennt man also y*— x und da man auch y-f-x 
kennt, so kann man x und y bestimmen. 

Anmerkung. Man Übersieht leicht, dass die Gleichung 
tg fez^ = t g i a tp; (, _ 45°) 
für alle Fälle dienen kann. Ist nämlich die zweite Seite positiv, so ist, wie ange- 
geben, y >xund y -~- X <90«\ so dass also genau bestimmt ist. Ist da, 

gegen die zweite Seite negativ, so wird, da nicht zwischen 1K>° und 180 n 
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liegen kann, nothwendig y ~ negativ, also zwischen 0° und — 90° liegen. Be- 
stimmt man also einen Winkel •/> zwischen 0° und 90° so, dass tg*> = der positiv 
genommenen zweiten Seite (d. h. = — tg^atg(?> — 45«)), so ist — — = — 
mithin y — x = — 2 y bekannt Da auch y + x = a, so folgt hieraus y = { a — ty f 

7) Sey wieder ein Dreieck ABC bekannt, also seine Seiten und 
Winkel gegeben; man habe eine beliebige Anzahl Standpunkte: 
E t , E 2 , E n so beschaffen, dass man von E, aus nur A, B, E 2 ; 
von E 2 aus nur E, , B, E, ; von E 3 aus 
nur E 2 , B, E 4 ; . . . . , von E n aus nur 
E n _ t , B, C sehen kann. Man misst die 
Winkel: 

AE t B, BE t E 2 , E t E 2 B, BE 2 E 3 , 

E B _tE.B, BE„C 

und soll die Lage der Punkte E,, E 2 , 

, E n hieraus bestimmen. . 

Nennen wir die zwei an E t liegen- 
den Winkel : a t , a\ ; die an E 2 : a 2 , a' ? , 

dieanE n : «„,«'„; feiner BAE t = x , BCE« = y, ABC = B 
(bekannt), so ist in dem Vielecke BAE t — E n C: 
B + x + y + «i+«'i +« 2 +< +.... + «" + «'.= (n+l)180 0 , 
x + y r= (n+1) J80°— [B +« t + a\ + a 2 + «' 2 +....+ a n + a' n ], 
so dass jedenfalls x-)-y = /? bekannt ist. Nun ist, wenn AB — c, 
BC = a: 

c : BE, = sin a t : sin x \ hieraus : 

BE t : BE 2 = sin a, : sin a\ j c . BE t . BE 2 BE„ : BE, .BE 2 

BE 2 :BE, =8in«; :sin«', (BE n .a-sin« l/ ;in« 2 ....sin« siny: 

* sin x . sin <r , . sin «'., .... sin a'„ 




• • . • 



d. h. 



BE n _ t i BE n = sin a n : sin «'„_, 
BE n : a = siny :sina' n 
c:a = sina, sina 2 .... sin«,, siny : sina' t sina' 2 ....sina'„ . sinx, 

oder sin y c . sin a\ sin a\ .... sin «'„ 

6inx asina t sina 2 .... sin«,, 
oder da y = ß — x: 

sin (ß — x) csino^ sin«' 2 sin gg* H 
sinx " a. sina, sina 2 ....sin«,, ' 
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Bestimmt man also, wie in Nr. 6, einen Winkel <p so, dass 

csin«'. sina', ....sin«'„ 

COtg <p = r—r-, : : , 

x a. sin p sin a, sina 2 .... sin«,, 

so ist sin(/?-f-y) 

sin /ir siny 

Dabei müssen wir jedoch x < 180° voraussetzen, oder zum 
Voraus wissen, dass diess der Fall ist. Die obige Gleichung be- 
stimmt sodann x, also auch y. Daraus finden sich aber die Seiten 
BE t , BE 2 , BE n ganz leicht, und dessgleichen die Winkel, welche 
diese Linien an B machen. 

8) In den Punkten A, D, E, F misst 
man die Winkel m, n, a, ß, ß\ y, y'; 
man soll die gegenseitige Lage der sechs 
Punkte gegeneinander bestimmen, natür- 1 
lieh in der Voraussetzung, dass sie alle 
in derselben Ebene liegen. 

Es ist zunächst leicht zu sehen, dass 
die Winkel DCE, ECF ebenfalls bekannt 
sind. Denn man hat: 

DOA = EOC = 180° — (n + « + «'). 
DCE = OCE = 1 80° - (EOC + ß + ß% 

also DCE = n + * + a'-(ß + ß') = S, 

EO ' A = FO 'C = 1 80° — ( m + ß + ß' ), 
ECF = FCO' = 1 80° — (FO'C + y + y')> 

also ECF = m + ß + ß' - (y + y') = (?'. 

Würde man nun noch die Winkel FAB = x, DCB — y kennen, 

so wären, wie leicht ersichtlich, alle Winkel der Figur bekannt. 

Nun ist: 

AB : BD = sin a : sin (m + n + R C : BD = sin a' : sin y, 
also durch Division: 

AB j sin a sin (m -|- n x) 

BC* sin«'* siny 




AB 



sin «' 
sin ce 



siny 



BC sina''sin(m-[-n-(-x)' 
BF : BC = sin (3 + d' + y) : sin y', BF : B A = sin x : sin y, 

BA sinx sin y 

BC ~ ^hTcFP^Ty) ' sin?' 
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AB sin y sin(<?-|- 8' -\-y) 

BC~siny'' sinx 

BA : BE = sin ß : sin (m + x), BC :BE — sin ß' : M (S + y ) 
AB _f* m ß sin(m-f-x) 

BC S^sinOH-yr 
AB _ sin ß sin (S -\- y) 
BC "sin ^''sMra + x)' 

Mithin: 

sin a sin y ' sin y sin (<f -(- -(- y) 

sin a' ' sin (in + n -|- x) — sin y' ' sin x 

sin ß sin (£ -f- y) 

sin ß r sin(m^|-x)' 
«ins welchen zwei Gleichungen x und y zu bestimmen sind. 

Man hat hieraus nun : 

sin a . sin y* _ sin ( 8 -\- S' + y) . sin (m n -f- x) 
sin «' siny sin y . sinx 

[sin((H-^cosyH-cos(<H-(f')sin yJ I s " 1 ("H-n )cosx~hcos(m+n)sin x | 

sin y. sinx 

= [sin cotgy-|-cos(<l-f-£') |[sin(m+n)cotgx+cos(m+n)]. 

sin a sin ß' sin (fi y) sin (in -f - n -j- x) 

sin a' sin/? siny .sin (m-f-x) 

| sin 6 cos y -[- cos S sin y | [ sin (m -f - n) cos x -f- cos (in - j- ") sin x | 
siny [sin m cos X+ cos m sinx | 
[sin ä cotg y-f- cos <?] [sin (m-|-n) cotg x-f-c°s(m-|-n) | 

sin m cotg x + cos m 

Die letzte Gleichung gibt 
cotg y [sin (m + n) cotg x + cos (m + n) | = 

sinasin/STsinmcotgx+cosml . , , , n t , V1 

s-nW^L SS J-cotgc5[sm(m4-n)cotgx+cos(m+n)| 

während aus der ersten folgt: 

cotg y [sin (m + n ) cotg x -f- cos (m -f- n) J — 

. . — cotg(#-|-<f') [ sin(ni-f-n) cotg x-j- cos(m-f-n).]. 



na. sin 



sin a' siny sin (<?+<*') 

Setzt man diese beiden Grössen einander gleich, so erhält man 
eine Gleichung zur Bestimmung von cotgx, nämlich: 
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sin a sin/?' 



r—i [sin m cotg x -f- cos m] 



sin a 1 sin/? sin S 
— cotg 3 [sin (m -j- n) cotg x -f - cos ( m + n ) ] 



sin a sin y 



sina'sinysin(d-|-d') 
d.h. 



— — cotg(tf+($')[sin(m+n)cotgx+cos(m4-n)| 



rsinasinÄ'smm „ . e ... /tf . . , , \T 

cotgxl - — . . a . s — cotg<?sin(m+n)+cotg(<H-<? I 
° Lsina' sin ß sind J 



sin «sin y' 



cotg (<J -{- £') cos (m + n ) 



sin a' sin y sin (<$+<?') 

sinasintf'cosm . ' / . . 

: — i • a - * + cotg ö cos (m + n), 

sin a' sin ß sin o 

woraus cotgx ganz unzweideutig, also auch x (< 180°) folgt. Ist 
cotgx bekannt, so gibt eine der obigen Gleichungen cotgy, also y. 

Ist nun noch z. B. AB gegeben, so kann man leicht die Stäramt- 
lichen Linien der Figur berechnen. 

Weitere Aufgaben dieser Art finden sich in der Sammlung von 
Meier Hirsch, auf die wir den Liebhaber verweisen. 

9) (Zentriren der Winkel.) Man kennt die Längen von MV 
und AC und soll den Winkel BAC =x messen, findet es jedocli 
nicht für geeignet, das Winkelmessinstrument in A aufzustellen, 
sondern in dem Punkte D. Man misst dort die Winkel BDC = ß t 
und BDA = a, nebst der Seite DA = a, und soll hieraus x berechnen. 

Fig. 29. 





Sey ABD = y, ACD — z, so ist in der ersten Figur : 

An . a sin et 
sin y : sin « — a : AB, sin y = — — -, 

AB 

* 

• / i o\ asin(tt-j-ft) 

sin z : sin (a -f- ß) = a : AC, sin z = . ~ ' -♦ 

AC 
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Da y und z spitze Winkel sind, so kann man hieraus y und z 
berechnen (in der Regel ist nämlich a klein im Verhältniss zu AB 
und AC, so dass ganz sicher y und z spitz sind). Alsdann ist: 

x + y = /?+z, * = ß+z — y. 
In der zweiten Figur: 

AT> . asina 
sin y : sin a = a : AB, sin y = ^ , 

. f 0 . . asin(a — ß) 
sin z : sin (a — ß) = a : AC, sin z = , 

y+ß = z + x, x = y+ß — z. 
In der dritten Figur : 

' . asina 
sin y : sin a = a : AB, siny — , 

AB 

. /o \ *n • asin(0 — a) 
sin z : sin (ß — a) = a : AC, sin z = ~ 7 , 

y + /9 + z + 360° — x = 360°, x = y + z+ß. 
In der vierten Figur: 

. asina 
sin y : sin a = a : AB, sin y = ^ , 

sin z : sin (360° — a - ß) = a : AC, sin z = ? gin (360*— « — ^ 

y + x + z + 360°-£ = 360», x = /?-(y + z). 
In der Regel werden y und z so klein ausfallen, dass man für 
sin y und sin z die zum Halbmesser 1 gehörigen Bögen setzen kann 
(§. 16). Werden dann y und z in Sekunden ausgedrückt, so ist: 



_ asina 180.60.60 
y ~ AB * 7t ,Z 



i AC 


7t 


lasin (a- 


-ß) 180.60.60 


I AC 


71 


lasin (/?— 


a) 180.60.60 



AC 7i i 

r asin(360°-a^) 180.60.60 
AC ' " 7i 



in der 1. Figur, 
2. „ 



r> r» 



» n 4. 



. . 180.60.60 _ 01AAei „ „ 
worin log =5 3144251. * 

71 



* Wir haben dabei, wie bereits mehrfach gezeigt, die Proportion 

, nr . _ Ä asina 
*: 180. 60. 60 = — — :y 

AB 

Dienjer, ebeno Trijj-onometrie. 9 
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Sey fiir die erste Figur: 

AB = 1568 25, AC= 2335 73, AD — 20, « = 65°30' 18", 

/? = 33°13'47". 
log ar^r 1-3010300 loga = 13010300 

log sin « = 9-9590402 log sin («+/?) == 9'9949336 
E . log AB — 6'8045846 E.logAC = 6*6315772 
log sin 8-0646548 log sin z = 7*9275408 

y = 0° 39' 53-8" z = 0° 29' 5*7" 



vorausgesetzt, indem vir (=sin y) als die Länge des zum Halbmesser 1 gehö- 

rigen Bogens betrachten, dessen Mittelpunktswinkel = y Sekunden ist, während n der 
halbe Umfang ist, dessen Mittelpunktswinkel 180° = 180 . 60 . 60" beträgt. Wir 
bemerken hiebei , dass man oft obige Formeln in etwas anderer Weise schreibt. 

Da nämlich nach §. 15 ganz sicher sin 1" = , so ist ^ 



lso.eo.eo' 01 " 0 " « -«ni"* 

und man kann also auch setzen: 

a sin a a sin (a -f- ,9) 

V ~ AB sin 1"' 7 ' ~~ AC.sin I" "* W * 
Es hat diese Schreibweise manches Bequeme und kann daher mit Vortheir an 
gewendet werden. 

Wollen wir dieselbe etwas allgemeiner darstellen, so wird man also in folgen- 
der Weise verfahren : 

Ist e die Länge eines zum Halbmesser 1 gehörigen Kreisbogens, so ist «ein 

Mittelpunktswinkel in Sekunden = ^-—^ ; ist dagegen < die Anzähl Sekunden, 

welche der Mittelpunktswinkel misst, so ist e . sin 1" die Länge des ihn umspannenden 

Kreisbogens vom Halbmesser 1 £d.h.arcn" = n.sin l",n= arc l"=sin 1"^). 

Hat man ferner die Gleichung 

sin x = *, 

und ist 6 sehr klein (positiv), so ist der Winkel x in Sekunden = ~p wobei je- 

doch letztere Grösse noch unter 1740 liegen muss (29 Minuten nach & 16); hat 
man eben so 

tg x = A * 

und ist A sehr klein, so ist x in Sekunden = da ainl" — tri" 

sinl" tgl"' • ** * 

Dabei soll aber diese Zahl nicht über 1380 R ehen (23 Minuten), da, wie man leicht 

findet, der Fehler noch nicht auf die siebente Dezimale Einfluss hat, wenn man 

tg23< = arc 23' setzt (d. b. auch n = ^ = jg, wenn n nicht über 1740 oder 

1380, woraus auch sin n" = n sin 1", tg n" = n tg 1" = n . sin 1"). 
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oder auch: log a= 1-30103 

log sin (« + ß) = 9*99493 

E . log AC — 6*631 58 

" 180.60.60 
log-- ,— 5*31442 

TT 

" "3*24 196 

z= 17457" = 29'5*7". 
x =/?+z-y==33°2'58*9'', 
Zur Uebung legen wir vor: 
(zweite Figur) a = 2*345, AB = 236*54, AC = 143*62, 

a — 106°42'32", /? = t>8°57' 13", woraus x = 68° 55' 29". 
(dritte Figur) a = 4*823, AB = 6827'5, AC ~ 9834'9, 

ar=10°24'30", £ = 35°28'40", woraus x = 35°29'49*17". 
(vierte Figur) a = 10*82, log AB = 3*82573, log AC =■ 3*92734, 
1 50° 30' 40", ß — 65° 22' 1 0*25", woraus x = 65° 1 6' 51 *53". 
Um AD zu erhalten ist es oft nothwendig, weitere Hülfsmittel 
anzuwenden. Das einfachste und meist angewandte ist das in Nr. 1 
angegebene Verfahren, die Länge der Linie AB in der dortigen 
Figur zu messen. 

Anmerkung. Hieher gehört auch die folgende Aufgabe: Von dem Mittel- 
punkte C eines kreisrunden Thurmes aus soll Fig. so. 
man den Winkel ACB messen, wobei AC und 
BC als bekannt vorausgesetzt werden. Natür- 
lich kann das Instrument nicht in C aufge- 
stellt werden, was desshalb in D geschieht, 
wo man ADB = ß misst; man soll nun hier- 
aus ACB = x ermitteln. 

Von I) aus denke man sich an den Um- 
fang des Thurms die zwei Tangenten DF, 
DE gezogen , nehme auf ihnen Dm = Dm' 
und ziehe mm', das in 0 halbirt werde. Die 
Linie DO ist nun gegen den Mittelpunkt C gerichtet und DC = DG -j- Halbmesser 
des Thurms. Misst man also noch AD6 = a, so kann x wie oben ermittelt werden. 

10) Wenn man vermittelst des Theodolithen Winkel misst, so 
werden, welches auch die Visirpunkte seyn mögen, nicht die eigent- 
lichen Winkel, sondern nur deren Horizontalprojektionen gemessen 
— was für die geodätischen Operationen auch gerade nothwendig ist. 

Gesetzt nun in C seye ein Theodolith aufgestellt, und man solle 
einen Punkt F als Zielpunkt wählen, wobei Cf die Horizontalprojek- 

9» 
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tion von CF sey. Statt des Punktes F habe man Ti *' n 

aber den Zielpunkt G gewählt, so gelegen, y\ 

dass FG = a, und Winkel GFh = a, wenn / *L 

Fh horizontal ist (wobei wir « negativ neh- / L> 

men würden, wenn G tiefer läge als F). Sey /^^^ 

ferner FCf =m, Cfg = n, wenn Cg die Pro- ^ ^»CT- 

jektion von CG ist, und CF = b, so sind a, 

a, b, m, n als bekannt anzunehmen. Der Winkel füg = x ist nun 

der Fehler wegen des unrichtigen Zielpunkts. 

Nun ist Fh = fg — a cos a t Cf= bcosm, und man kennt also im 

Dreiecke Cfg die Seiten fg, Cf und den Winkel Cfg = n, so dass 

das Dreieck berechnet werden kann. Man hat darin 

sin x : sin (x-|-n) = acosa: bcosm, 

sin(x-4-n) bcosm . , . N bcosm . 

: — ■ = — ,sin(x + n) = sinx. 

sinx acosa acosa 

Nun ist x immer sehr klein, wenigstens für die gewöhnlichen 

Anwendungen; also darf man cosx= 1 und sinx seinem Bogen 

(zum Halbmesser 1) gleich setzen (§. 16). Wird x in Sekunden aus- 

, - w - *a> i> x 180.60.60 ... 
gedruckt, so ist dieser Bogen =— , q = - — — ; mithin 

x . . bcosm x ., acosa sinn 

—cos n 4- sin n = . — , x" = g . . 

q ' acosa ^ * bcosm — acosacosn 

Da a im Yerhältniss zu b, und auch, da m immer klein, zu 

bcosm, sehr klein ist, so ist diese Grösse näherungsweise gleich 

a cos a . sin n ^ w ^che j? 0Tme \ man gewöhnlich aufstellt, 
b cos m 

Liegen F und G in derselben Horizontalebene, so ist a = 0 und 

a sin n asinn Ä _ 

x = ör ~ = Gt ungefähr. Da meistens m nur 

* bcosm — acosn v bcosm 

sehr klein, so wird man auch cos m — 1 setzen können, und dann 

bat man: asinn asinn MC€%ßA 0 « , , 

x = o — — = — — 206264-8 Sekunden, 
b b 

Eine gleichfalls hieher gehörige Aufgabe ist die folgende: Von 
einem ziemlich entfernten Punkte 0 aus sollte die Mitte C eines 
runden Thurms beobachtet werden; man beobachtet desshalb die 
Mitte der von der Sonne erleuchteten Hälfte und wird dabei einen 
kleinen Fehler begehen, 4er zu berechnen ist. 
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Ist nämlich SC die Richtung 
der den Thurm beleuchtenden 
Sonnenstrahlen, so wird, wenn AB 
senkrecht auf SC steht, die Hälfte 
BSA erleuchtet seyn. 

Von O aus kann man, wenn 
DE senkrecht auf OC, nur die 
Hälfte ESD sehen, oder da AD 
nicht erleuchtet ist, nur ESA. 
Statt also auf die Mitte P von ESD 0\ 
(d. h. nach C) zu zielen, wird man 
mithin das Fernrohr auf die Mitte 
d von ESA gerichtet haben, und dadurch den Fehler POp begehen, 
der zu ermitteln ist. 

Kann man von O aus die Sonne sehen, so denke man sich S'T 
parallel SÖ (d. h. S'T ist die Richtung der in 0 fallenden Sonnen- 
strahlen) und messe den Winkel S'OC, was freilich nicht ganz ge- 
nau geschehen kann , indem man nach p statt P zielt, aber auch 
diesen Winkel nicht mit der allergrossten Genauigkeit brauchen 
wird. Alsdann kennt man auch COT = g> = 180° — COS'. End- 
lich wird man (genau genüg) OC = OA annehmen dürfen, und wenn 
man OC = d als bekannt voraussetzt , auch OA = d haben ; der 
Halbmesser des Thurms sey r. Der Winkel AOp = pOE werde mit 
u, POp mit 6 bezeichnet. In dem Dreiecke OAC ist nun : 

AC : OA = sin AOC : sin OCA, 
d. h. da AC = r, OA = d, AOC = (u - 6), OCA = OCD - ACD 
= 90°-OCS = 90 0 -y: 

r:d = sin(u — 0):cos<p, sm(u — 6) = — 

Im Dreiecke COE ist eben so: 

CE : OE = sin COE : sin ECO, 



d.h. 



r:d = sin(u + e):sin90°, sin(u + 0) = T . 

d 



Da u — 0 und u 6 spitze Winkel sind, so werden dieselben 

r 

hieraus erhalten, und da — sehr klein ist, so braucht man q> keines- 
wegs genau zu kennen. In der Regel wird man setzen können: 
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u (1 



woraus 



« ^ ff ri-£°l£) = ff sin . j , ( in Sekunden). 



Dauert die Beobachtung einige Zeit, so wird c/> sich ändern, da 
die Sonne sich am Himmel fortbewegt; man wird also COS' im An- 
fang und Ende der Beobachtung messen und aus beiden Resultaten 
das Mittel nehmen. Man wird sich leicht die Auflösung konstruiren 
für eine andere gegenseitige Lage der Sonne und des Punktes O. 

11) CD ist ein vertikal stehender Gegenstand auf einem Ab- 
hang CA; die Linie AC ist gegen den Fuss C desselben gerichtet. 
Man messe nun AB = a, BC = b, so wie die Winkel DAC = ß, 
DBC = cc, so kann man CD finden. 

Denn in dem Dreiecke ABD ist ADB = a — ß 3S - 

und 



a : BD = »in (« - ß) : sin ß 9 BD = . asU1 ^ 



// 



// 



.sin (a — fi) 

In dem Dreiecke DBC kennt man nun BD, 
BC — b, und BDC -~— <*, kann also nach §. 25 
die Seite CD finden. (Wäre hier b = 0,, so hätte, 
man bis an C gemessen und müsste noch den a^^"** 
Winkel DCA kennen. Würde nun AC sich unter dem Winkel y 
gegen den Horizont neigen , so wäre ACD = 90° + y und also 

CD = -^r- y voraus aud, . = CDco.tf + y ) vennitte| , t 
cos(ß-\-y) sin ß 6 

welcher Formel die Entfernung AC bei bekannter Höhe CD ge- 
funden werden könnte. Für y = 0, d.h. für ein horizontales AC, 
wäre AC^CDcotg/?.) . 

12) Kann man (in der vorigen Figur) die Linie BC nicht messen, 
so messe man in A den Neigungswinkel der Linie AC gegen den 
Horizont,-* ist derselbe = y, so ist der Winkel DCA = 90°+y, 
und in dem Dreiecke DBC hat man jetzt: 

• 

.* Unter Horizont verstehen wir hier die unbegränzte Ebene, welche uns 
auf einem nicht durch Erhöhungen unterbrochenen Landstrich zu umgeben scheint 
und an deren äussersten Enden die Granzen zwischen Himmel und Erde zu liegen 
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DB : DC == sin (90°+ y) : sin «, 

BD . sin a a sin ß . sin a 



DC = 



cosy cusy.sin(« — ^) 
Würde AC, statt anzusteigen, sich unter dem Winkel y neigen, 
so wäre DCA = 90* — y, die Formel bliebe aber dieselbe. Ist AC 
selbst horizontal, so ist y — 0, also: 

r a sin/? sin a 

L " sin (a-ß) 

13) Kann man nicht gegen den Fusspunkt hin messen, so messe 
man die Standlinie CD, die gegen den Fig. 34. 

I lorizont unter dem Winkel DCE = a 
geneigt sey, und stelle sich die Auf- 
gabe, die Erhöhung des Punktes B 
über C zu finden. 

Sey nun A' der Punkt der Verti- 
kalen BA, in welchem sie die durch C 
gehende Ilorizontalebene ECA' trifft; 
man messe den Winkel BCA' = ß, die 
Linie CD = a, so wie in C und D die 
beiden Horizontalwinkel A'CE = y, CEA' = 36, % Nr. 10). 

Alsdann ist CE = a cos u. 

In dem Dreiecke A'CE kennt man CE = acosce, die beiden 

Winkel A'CE = y, CEA' = 6, also 

^ . . . . „ v acosusind 

A'C : CE = sin S i sin (y + 3), A'C = -r— ; — r-^r. 

i. *> tto (y -f- <)) 

Endlich in dem rechtwinkligen Dreiecke BCA': 

acosrt sin Stgß 




A'B = A'Ctgß = 



bin (y + ä) 



scheinen. Diese Ebene steht also senkrecht auf der nach dem Zenith (vergl. die 
Note zu §. 36, Nr. 4) gerichteten Geraden. Die horizontale Lage einer Ebene -wird 
bekanntlich durch die Wasserwage bestimmt, -während die vertikale Richtung einer 
Linie, d.h. die Richtung nach dem Zenith, durch das Bleiloth augegeben wird. 
Zuweilen pflegt man die so eben mit dem Namen Horizont belegte Ebene auch den 
scheinbaren Horizont zu nennen, während unter wahrem Horizonte dann 
die wirkliche Krdfläche verstanden wird. (Man vergleiche übrigens die Note zu 
§. 23, Nr. 3 der zweiten Abtheilung, wo eine andere Erklärung der letzten Benen- 
nung gegeben ist. In jedem Falle wird man übrigens sogleich erkennen, in welcher 
Bedeutung das Wort Horizont genommen ist.) 



Digitized by Google 



13t) Sechster Abschnitt. 

Hätte mau eben so den Winkel ACA' = ß 1 gemessen, so wäre 

a cosa sin &tgß' 

also 

AB=A'B-AA'= aC ° S " sin W-tg/?0=^^ 

s'm(y+dy* P gP; sin (y + <T)cos£ cos/S' 

Läge A tiefer als A', so wäre -f- tg ß' zu setzen und man hätte 

statt der vorhergehenden Formel : 

AB _ a cos " sin <* sin (ß + ß') * 
sin (y -\- d) . cos ß . co&ß'' 

D kann höher oder tiefer liegen als C, d. h. a kann positiv oder 
negativ seyn, das Resultat ist dasselbe. 

Will man nach dieser Methode z. B. die Höhe eines Kirchthurms, 
der sich in einem Thale befindet, von einer benachbarten Höhe herab, 
die über der Spitze des Thurms liege, messen, so werden die beiden 

* 

Winkel ß und ß' negativ seyn, wenn man die erste Formel anwen- 
den will; will man dagegen die zweite anwenden, so ist ß negativ 
und kleiner als ß'. Z. B. 

a = 357 3, * = - 3° 48' 10", ß= - 13° 5' 49", ß' = — 20° 18' 9", 

• y = 85°37'14", <* = 79°13'12", 

also Afl 3573. cos 3° 48' 10" sin 79° 13' 12" sin 7° 12' 20" 

sin 1 64° 50' 26" . cos 13° 5' 49" cos 20°18' 9" ' 
14) Die drei Punkte A, B, C liegen in derselben Geraden, die 
mit dem Punkte E in der nämlichen Hori- «f.». 

Ml 

zontalebene sich befindet. Man misst AB = a, ^ 
BC = b, nebst den drei Höhenwinkeln FAE 
= a, FBE = £ FCE=y; man soll daraus 
die vertikale Höhe FE = x finden. 

Man hat in den Dreiecken FEA, FEB, 
FEC: . ffU;^ 

AE== — , BE = -iL EC = — . 

tga tg/T tgy A 

Ferner ist EBA = 180° — EBC, cos EBA = — cos EBC ; aber 

da (§. 22): 

TOA BEH-AB 2 -AE 2 EB' + BC 2 — EC 7 

cosEBA = Ibe.ab - cos = Teb.bc — • 

so ist 




* D. h. in der frühern Formel tritt — /?' an die Stelle von /?'. 
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tgV 1 ^ tg'« ^ tg'/? 1 ^" tg'y 

2t 2> X . ■ m 

woraus: (a 2 tg 2 «tg 2 /*tg 2 y + x 2 tg 2 «tg 2 y — x 2 tg 2 /*tg 2 y)b 

= (x*tg , «tgV— b 2 tg 2 «tg 2 /?tg 2 y-x 2 tg 2 atg 2 y)a 

x^fbtg^tgV— btgVtgV-atg 2 atgV+atg J atgV] 
= -(ab 2 + a 2 b)tg 2 «tg 2 ,?tg 2 y 

= -ab(a + b)tg 2 «tg 2 /?tg 2 y, 

tg cttgß tg yV a b (a -f- b ) 

X " VLbtg 2 y(tgV-tg 2 «) + atg 8 «(tgV-t« l y;r 
Aber aus §. 14 folgt 

tg 2 /5 — tg 2 « r— 



sin (/? + «) sin (ß — a) 



also 



cos 3 /? cos 2 et 
2fl 2 sii ^ + y).sin(^ — y) 



x ^ tg«tg/gtgyVab(a+b) 

a /r btg 2 ysin(/g+a).sin(/?--g) . ^ tg 2 «.sin(^-|-y)^ n (^- Yhl 
y [ cos 2 /? cos 2 « cos 2 ß cos 2 y 

tg a igß tg y . cos a cos cos y V a b (a -f - b) 



V [b t g 2 y cos 2 y sin (ß+a ) . sin (ß — a) + a tg 2 a . cos 2 « sin (ß + y) 

sin (/? — y) 



sin « sin /g sin y Vab(a+b) 



V £b sin 2 y sin (/?+«) sin (ß~ a) + asin 2 asin (/?+y) sin (/? — y>J* 
Wir wollen hier wieder ein Zahlenbeispiel beifügen, was wir bei 
obigen, so leicht zu berechnenden Formeln unterlassen haben. 
Sey also: 

a = 2350, b = 1650, a = 2°7', ß = 5°9'30", y = 3°18'10", also 
a + b = 4000 t ß + a = 7° 16' 30", ß — a = 3° 2' 30", 
ß + y = 8° 27' 40", £ — y = 1° 5 1 ' 20". 

logb = 3*2174839 loga = 3*3710679 

21ogsiny = 7*5210324 2 log sin « = 7*1348620 

logsin (£ + «) = 9*1025428 , log sin (ß+ y) = 9*1677251 
log sin (ß — u) = 8*7247850 l og sin (/? — y) = 8*5102754 

0*5658441 — 2 0 1839304 — 2 

1 = 003679968 H = 001527321 
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1 + 11 = 005207289 
log(I+n) = 0-7166117— 2 
\ log (I + II) = 0*3583058 — 1 . - 
log sin «=8*5674310 
log sin ß = 8 9537999 
log sin y = 8*7605162 
i log a=: 1 6855339 
- - . ilogb= 1-6087419 

$log(a + b) = l'8010300 
E j log (I + ü) = 9-64 1694 1 + 1 

logx = 20187470 
> x = 104-411 

15) Man soll, indem man die horizontale Standlinie MN = a 
gemessen hat, die Erhebung der zwei Punkte A, B über MN, so wie 
ihren horizontalen Abstand A'B' bestimmen. 

Man messe (A' f B' in derselben Hori- 
zontalebene wie MN) in M die Winkel ^ 
AMA', A'MB', A'MN ; in N die Winkel 
BNB', B'NA', B'NM, so kennt man in 
dem Dreiecke MNA' eine Seite MN und 
die zwei Winkel A'MN, A'NM = B'NM 
— B'NA', kann also ISA* und MA' berech- 
nen; in dem Dreiecke MNB' kennt man 
die Seite MN, die Winkel B 'NM, NMB' = 
A'MN — A'MB', kann also B'N berech- 
nen. In dem Dreiecke A'NB' kennt man 
nun A'N, B'N nebst A'NB', kann also A'B' finden. AA', BB' er- 
geben sich aus den rechtwinkligen Dreiecken AMA', BNB'. 

•' ' • §- 38 - ' : . ' 

Bei den Höhenmessungen, von denen wir in §. 37 einige Bei- 
spiele gegeben haben , sind zwei Voraussetzungen gemacht worden, 
nämlich dass das, was wir den Horizont genannt haben, eine Ebene 
sey, oder vielmehr, dass die Erhöhung eines Punkts B über einen 
Punkt A nichts Anderes sey, als die Erhöhung des Punkts B über 
die durch A gelegte Horizontalebene , und zweitens , dass man im 
Stande sey, den Höhenwinkel richtig zu messen, d. h. dass der 




Meeresfläche. Höhe Über derselben. 1 39 

Lichtstrahl von dem Punkte B nach dem in A befindlichen Fernrohr 
oder Auge in gerader Linie gelange. Beide Voraussetzungen sind 
zulässig, in so weit die vorkommenden Entfernungen nicht beträcht- 
lich sind. Bei grösseren Entfernungen sind sie aber nicht anzu- 
nehmen. Die Erdoberfläche ist keine Ebene, sondern eine krumme 
Fläche, und der Lichtstrahl beschreibt in der Luft keine gerade Li- 
nie, sondern eine krumme, deren hohle Seite gegen die Erdoberfläche 
gewendet ist. 

Wir wollen diese beiden hier in Betracht zu ziehenden Thatsa- 
chen etwas näher in's Auge fassen. Denken wir uns , die ganze 
Erde wäre mit Wasser bedeckt, so würde die Oberfläche dieses Uni- 
versalmeeres eine krumme Fläche seyn, die entsteht, wenn eine El- 
lipse um ihre kleinere Achse sich dreht. Da nun die Erde nicht ihrer 
ganzen Oberfläche naoh mit Wasser bedeckt ist, so wird diese regel- 
mässige Fläche Unterbrechungen erleiden, und Theile von ihr werden 
nur da vorhanden sein, wo die Voraussetzung verwirklicht ist, d. h. 
in den Weltmeeren. Man wird sich desshalb unter dem festen Lande 
hin diejenige krumme Oberfläche , von der die Spiegel der Meere 
ein Theil sind, fortgesetzt denken, und so unter dem Festlande das 
erhalten, was man die Meeresfläche nennt. Ist C irgend ein 
Punkt des festen Landes und man zieht von demselben auf die (so 
eben näher bezeichnete) Meeresfläche eine Senkrechte, so bildet die 
Länge derselben die Erhöhung des betreffenden Punktes 
über der Meeresfläche. 

Der bei der Umdrehung der Ellipse um ihre kleine Achse von der 
grossen Achse beschriebene Kreis bildet den Aequator, während die 
Drehachse das bildet, was man die Erdachse nennt. 

Die Länge der grössten Achse , also der Durchmesser des Erd- 
äquators, beträgt nach den neuesten und zuverlässigsten Messungen 
und Berechnungen 6544154*3 Toisen, während die kleine Achse, also 
die Erdachse, 6522278*7 Toisen beträgt. Bezeichnen wir die Hälften 
dieser Grössen mit a und b, so ist also 

a — 3272077*1, b = 3261139*3 Toisen. 

Bei allen Messungen der höhern Geodäsie handelt es sich nur 
um die Entfernungen zweier Punkte, die auf die Meeres fläche 
reduzirt sind. Da man (§.36, Nr. 10) vermittelst des Theodo- 
lithen ohnehin nur Horizontalwinkel misst , so wird die Berechnung 
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der Messungen sofort diese Entfernungen geben, unter denen man 
also die Entfernung derjenigen zwei Punkte versteht, in denen die 
von den eigentlichen Punkten auf die Meeresfläche gezogenen Senk- 
rechten diese Fläche treffen, natürlich diese Entfernung als eine 
kürzeste, auf der krummen Meeresfläche liegende Linie aufgefasst. 
Wir heissen sie kurzweg die geodätische Entfernung der Punkte 
auf der Erdoberfläche *. 

Betrachten wir nun einen Punkt C des festen Landes, fallen von 
demselben auf die Meeresfläche eine Senkrechte , so wird diese , bis 
an das Himmelsgewölbe verlängert, letzteres im Zenith des Punktes 
C treffen (§. 36, Nr. 4). Die nämliche Senkrechte wird mit der 
Ebene des Aequators einen gewissen Winkel machen, den man die 
geographischeB reite des Punktes C nennt. Die geographische- 
Breite und Zenithdistanz (§.36, Nr. 4) des Nordpols, d. h. des 
Durchschnittspunktes der verlängerten Erdachse mit dem Himmels- 
gewölbe, machen zusammen 90° aus. Von dem Fusspunkte C der 
von C auf die Meeresfläche gezogenen Senkrechten aus sey auf letz- 
terer irgend eine kürzeste Linie nach einem andern Punkte D' ge- 
zogen , der als Fusspunkt der von einem Punkte D des Festlandes 
auf die Meeresfläche gezogenen Senkrechten angesehen werde. An- 
genommen die Länge der (krummen) Linie CD' sey nicht gar zu 
gross (sie kann jedoch bis 10 Meilen betragen), so lehrt die höhere 
Mathematik, dass man dieselbe nahezu als einen Kreisbogen anse- 
hen dürfe, dessen Halbmesser r durch die Formel 

ab' , . 

r = — (a) 

[a 2 (l — e 2 sin 2 g>) cos*a + b 2 sin 2 aJ V 1 -— e 2 sin 2 y 
gegeben ist, worin <p die geographische Breite von C (besser von der 
Mitte von CD'), «der 180° nicht tibersteigende Winkel ist, den CD' mit 
dem Meridian in C (besser, den CD' mit dem durch die Mitte von CD' 

b 2 

gezogenen Meridian) macht, und wo e 2 = 1 j ist. Man hat dess- 

a 

halb löge 2 = 7-8244104 — 10, und b 2 = a 2 (l — e 2 ), so dass auch 

a s (l— e 2 ) 



r = 



[a 2 cos 2 *(l — e 2 sin»+a 2 (l — e 2 ) sin 2 *] Vi— e 2 stn 2 y 



Man vergleiche hiemit §. 43. 
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• = - »<'-«•> (b) 

[1— e 2 (l — cos 2 acos 2 y)] V 1 — e 2 sin 2 y 

Die Grösse a ist , wenn man Linien wählt , die in grossen geo- 
dätischen Operationen erhalten wurden, bekannt; andernfalls jedoch 
nicht und es ist sehr umständlich, diselbe direkt zu messen; man 
wird desshalb einen Mittelwerth wählen können, etwa a = 45*, was 
von überaus grossem Einflüsse nicht ist, da cos 3 a noch mit der 
kleinen Grösse e* multiplizirt ist. 

In unsern nachfolgenden Rechnungen werden wir die Grösse 

i häufig erscheinen sehen; sie ist 



\ (1 — e* + e 2 cos'ftCos»y 1— e 2 sin 2 y 
r~ a(l — e 2 ) 

_ Vl — e 2 sin 2 y . e 2 cos 2 ttCOs 2 y a . t — 

"~ a a(l — e 2 ) V e sm ? 

Wenn, wie diess gestattet ist, die Grösse e* nicht mehr beach- 
tet wird, so ist: 

Vi — e 2 sin 2 y = l-^e 2 sin 2 y, r ^— 2 =l + e*, 

1 — e 

also 

» 

1 1 — 4e 2 sin 2 g> . e 2 cos 2 «cos 2 cp . i • t \ 

-= 2- 2T-J 2T(l + e 2 )(l — e 2 sin» 

r a 3. 

1 — |e 2 sin 2 y_|_ e 2 co$ 2 «cos 2 g> 



1 e 2 

= - + — (cos 2 «cos 2 y — isin 2 y) 
1 e 2 

= — cos 2 a cos 2 <p — sin 2 <p) 

1 e 2 

. = _ + — [2(1 — sin 2 a)cos 2 y — sin 2 y] 
1 e 2 

= — hi^C 2 C0S, SP — 2sin 2 acos 2 y — sin 2 y] 



• * 



= i + ^(cos 2 y— sin 2 g)) + |^cos 2 y(l— 2sin 2 «), 
a 2a *sa 

d. h. 

1 1 e 2 e 2 

+ — cos2y+|-cos 2 g>cos2a, (c) 
r a 2a 2a 
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- 

oder auch a ( . 

~ 1 -|-$e 2 cos2y-|-|e 2 cos2acos 2 y 
Wollte man einen Mittelwerth a = 45° gelten lassen, so würde 
cos a ausfallen und also bloss 

■ 

a ( , 

r "l+ie 2 cos2y W 
sein, was jedoch sicher nicht ganz genau wäre, da das Glied 
$ e 2 cos 2 a cos 2 <p von derselben Art is t, wie { e 2 cos 2 g> . Da a zwi- 
schen 0 und 180° schwankt, so sind die äussersten Werthe von r: 

a ' a 

und 



l-j-$e 2 cos 2<p +T« 2 cos 2 y l+ie 2 cos2y — $e 2 cos 2 y' 

von-: 
r 

1 e 2 p 2 

- + — cos2y+ — cos 2 ^ < 



a ' 2a T 1 2a 

1 e 2 e 2 1 e 2 

- + cos2cp — — cos 2 «p =i — sin 2 ». 

a 2a 7 2a y a 2a T 

und das arithmetische Mittel zwischen den letzten zwei Grössen 

würde allerdings auf 

1 1 e 2 

r = ä + 2X COs2 * (f > 
und also auch auf (e) fuhren. Bayer in der „Küstenvermessung" 
(S. 431, 488) verfährt übrigens in dieser Weise, wenn er gleich die 
obige, offenbar bequemere Formel nicht angibt. 

Für Karlsruhe ist <p = 49°, also wenn man nach der Formel (e) 
rechnet : 

loge 2 = 7*82441 log a= 6 5 148235 

logcos2y = 9'14356(— ) E.log(l+je 2 cos2y)= 9 , 00020l7+l 
E . log 2 = 9-69897 log r =6 5 150252 

. 6'66694(— ) 1 
4 e'cos 2 ^-0-0004644 logy =3-4849747-10* 

l+4e'cos2«> = 0-9995355 

Wollte man eine mittlere Breite g> r- 45° annehmen , so wäre 
für a = 45° auch r = a, welchen Werth man mithin ohne bedeuten- 



ist vorausgesetzt, dass die Maasse Toisen (a 6 pariser Fuss) seien; 
wird der Meter als Maasseinheit gewählt, so erhalt man logr = 6*8048452,. bei ba- 
dischen Fuss: logr = 7*3277238 (r = 21,267,868 bad. Fuss). 
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den Fehler häufig anwenden kann. Puissant (Trait6 de G^odesie 



a 

I. pag. 441) setzt gar er = 90°, also nimmt bei <p = 45°: r = 

was beweist, wie willkührlich hiebei verfahren wird. Ohne bedeu- 
tenden Fehler wird man, wie gesagt, r = a setzen können, was 
fp = a = 45° entspricht, ohne natürlich damit zu meinen , dass die 
genauem Formeln (c) und (d) nicht besser angewendet werden, 
wenn es möglich ist. 

Häufig bedarf man des Werthes von r, wenn eine Länge CD' 
in Winkel verwandelt werden soll , d. h. wenn man anzugeben hat, 
wie gross der Winkel am Mittelpunkt des Kreises Tom Halbmesser 
r ist, dem die Bogenlänge CD' = S zugehört. In Secunden ist er 
offenbar: 

S.180.60.60 S.180.60.60 ri , 2 ■ t . . » -i / x 
=— [l+}e 2 cos2y+Je 2 cos2acos , y].(g) 

T7T 1171 

oder wenn man ganz kurz rechnen wollte: 

S.180.60.60 . K0 

, woy = a — 45° vorausgesetzt ist. 

§. 39. ^ 

Was nun den zweiten Punkt, dessen wir in §. 38 erwähnten, be- 
trifft, so wurde dort schon gesagt, dass der Lichtstrahl in der Luit 
keine gerade Linie beschreibe, vielmehr sein Weg eine krumme ge- 
gen die Erde hin hohle Linie sey. Geht also von rig ' n ' 
einem Punkte M ein Lichtstrahl aus und gelangt 
derselbe nach A, so ist der von ihm durchlaufene 
Weg etwa die krumme Linie AM. Die Folge davon 
ist, dass man den Punkt M nicht an seinem wah- 
renOrte, sondern nach der Richtung AM' zu sehen 
glaubt, wenn AM' die in A die krumme Linie AM 
berührende Gerade ist. Stellt ZA die durch A ge- . 
hende Senkrechte auf die Meeresfläche dar (also 
die Vertikale in A), ebenso MC die Senkrechte auf 
die Meeresfläche in M, so wird man (ohne merk- 
lichen Irrthum) annehmen dürfen, die beiden schneiden sich im Mit- 
telpunkte C des Kreises, der durch die kürzeste Linie auf der Erd- 
oberfläche geht, die zwischen den beiden Vertikalen ZA, MC gezo- 
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gen ist, und dessen Halbmesser wir in §. 38 zu bestimmen gelehrt 
haben. Verlängert man AZ bis an das Himmelsgewölbe, • so stellt 
Z das Zenith von A dar , und MAZ wäre die wahre Zenithdistanz 
von M. Statt des (geradlinigen) Winkels MAZ misst man aber 
den kleinem M'AZ , oder die scheinbare Zenithdistanz. Ist 
letztere = z, it ferner Jz der Winkel MAM', £die wahre Zenith- 
distanz MAZ, so ist also 

C=z + Jz. 

Was Jz anbelangt, so haben Theorie und Erfahrung bewiesen, 
dass man näherungsweise annehmen dürfe , es sey dieser Winkel 
proportional dem Winkel C am Mittelpunkte des oben angeführten 
Kreises, so dass man setzen kann 

^z = kC, 

wo k ein konstanter, übrigens von dem Zustande der Luft abhän- 
giger Koeffizient ist. In Bezug auf diesen Koeffizienten glaubt 
Struve (Höhenunterschied des kaspischen und schwarzen Meeres 
S. CVI) folgenden Ausdruck für denselben setzen äu dürfen : 

k = 0 072383[l + 1^2!]. ^JL_ 1014819 •-, 

worin H die mittlere Höhe der Beobachtungslinie in Metern über 
den Boden, B die Höhe des Barometerstandes in Millimeter am 
Beobachtungsort, t die Temperatur der Luft nach Reaumur bedeu- 
tet. Wäre die Temperatur der Luft in hunderttheiligen Graden an- 
gegeben, so träte an die Stelle von 1 '014819 16 ~* alsdann 
1*01 1 838* Als mittlem Werth des Koeffizienten k hätte man 
hiemach 0*0724; nach andern Angaben ist er zwischen 0*0556 bis 
0*1 enthalten. Bessel (Gradmessung in Ostpreussen S. 197) 
setzt k = 0*0685; Gauss wählt k = 0*0653; die Angaben Bayers 
in der Küstenvermessung schwanken von 0*0876 bis 0*0619; die 
Franzosen setzen nach Corabeufk = 0*0643 u. s. w. 

Wie bereits oben gesagt, muss zu jeder beobachteten Zenithdistanz 
eines Punktes z (— M'AZ) noch Jz — kC addirt werden , um die 
wahre Zenithdistanz MAZ zu erhalten; umgekehrt wird, wenn der 
Höhenwinkel des Punktes M gemessen wurde, der mit der Zenith- 
distanz *90° ausmacht , von diesem kC subtrahirt werden müssen, 
um den wahren Höhenwinkel zu erhalten. Ist s die geodätische 
Entfernung der Punkte A und M, so ist (§. 38) in Sekunden 
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" 8.180.60.60 ks. 180.60.60 
L — , /tz = 



Y7l 



ITT 



Fi». S8. 



§•40. 

Gesetzt nun die Höhe des Punktes A über der 
Meeresfläche sey h , die von M über der Meeres- 
fläche h'; r habe dieselbe Bedeutung wie oben, z 
sey die in A beachtete Zenithdistanz von M, also 
z = M'AZ, MAM' = kC , also MAZ = z + kC, 
s sey die geodätische Entfernung der Punkte A und 
M, so ist in dem Dreiecke CAM der Winkel CÄM 
^180°— (z + kC), mithin (§.22, (29)): 



r + h : r + h' = sin [C + 180° - (z + kC)j : sin [180° - (z+kC)] 
= sin [z + (k — 1 )C 1 : sin (z + kC) 

i u/ ( i i!v sin(z-f-kC) 

r-f h'^r + hj.-r-f — r-f, T\FTy 

siu [z-f-(k — 1)C ] 

Subtrahirt man beiderseitig r-f-h, so erhält man: 

sin (z + kC) — sin [> -f-(k — 1 )C] 

sin[z + (k-l)C] 




h' — h = (r + h). 



= 2(r + h)cos 



L-+ 



(2k- 1) 



(§•14). 



s in[z + (k-l)CJ 

Nun ist C immer 6ehr klein, man wird also ohne merklichen Feh- 
C s 

ler sin — = — - setzen können (§. 16), .mithin erhalten : 
Z Ix 



i' — h — — ■ — 



cos 



r si n[z + (k-l)C] ' 

r + h h h 

oder da — ! — = 1 -\ — und — sicherlich verschwindend klein ist: 
r \ r r 

2k-l 



h' — h = s . cos [^z + - k * c] 



sin[z + (k-l)C]* ^ 37) 
Diese Formel gibt für alle Fälle der Praxis mit vollkommen hin- 
reichender Schärfe den Höhenunterschied der zwei Punkte M und A, 
also die Erhöhung (oder Senkung) von M über A. 

Di enger, ebene Trijronomotrie. 10- 
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Wollte man statt der geodätischen Entfernung s (§.38) die von 

C s # 

A aus gemessene Entfernung s' nehmen *, so wäre sin - = 9 ( r _j, ^ 

und man sieht, dass die Formel (37) dieselbe bliebe. Es ist dies 

auch natürlich, da s und s' kaum von einander unterschieden sind, 
1, 

wenn— verschwindend klein ist. Man wird also (37) immer anwen- 
r 

den können, auch wenn s die letztere Bedeutung hat, ja sogar in 
diesem Falle mit grösserer Sicherheit. 

Die Formel (37) lässt sich auch noch etwas anders auslegen. 
Man hat nämlich: 

cos £z + 1 c] cos | z + kC | cos ^ -|- sin [z + kC ] . sin ^ 

sin[z + (k— l)C j = sin | z + kC ] cos C — cos [z + kCJsin C * 
Beachet man nun, dass im Nenner, für die gewöhnlichen Fälle, 
cos (z + kC) klein, weil z + kC nahe an 90°, sin Q klein, weil C es 
ist, so kann man das Glied cos (z-f-kC) sin C gegen sin (z + kC) 

Q 

cos C vernachlässigen. Setzt man dann noch cos C — 1, cos — = 1, 

sin ^ = so hat man ungefähr : 
£$ 2r 

sinLz - Kk _i ) cj ==cotg|z+kCJ +2;' 

also . . . . . ^ . s 



h'-h=s.cotg(z + kC) + ^, (37') 

welches die gewöhnliche Formel ist. Dabei ist s cotg (z+kC) 
die Erhöhung von M über die durch A gehende, auf AC senkrecht 

s* 

stehende Ebene (Horizont von A) und — pflegt die Korrektion 



* Dabei ist vorausgesetzt, dass die Entfernung s' auf einer mit der Meeresflache 
parallelen Fläche gemessen worden. Bei den meisten Messungen wird man aber 
diese Länge nicht geradezu erhalten, sondern die Entfernung des Punktes A Ton M 
reduzirt auf den Horizont von A, d. h. die Länge der Geraden, welche in 
der durch A gelegten Horizontalebene den Punkt A mit dem Fusspunkt der Senk- 
rechten verbindet, die man ron M aus auf dieselbe Ebene fallt. Selbst bei den 
bedeutendsten Entfernungen wird man jedoch, ohne irgend merklichen Fehler, letz- 
tere Grösse für erstere nehmen können. 
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wegen der Erdkrümniung, oder auch die Reduktion auf den 
wahren Horizont genannt zu werden. Es folgt aus der Formel 
(37') übrigens ein weit wichtigeres Resultat. Berechnet man näm- 
lich, nachdem die gemessenen Höhenwinkel wegen der Strahlenbre- 
chung (Refraktion) korrigirt sind, nach den früheren Methoden (§. 37) 
die Erhöhung eines Punktes M über A, so hatman zuderso ge- 

fundenen Erhöhung die Grösse — zu addiren, um zu finden, 

um wie viel eigentlich M überA liege. Wf.w. 

Einige Beispiele mögen dies klar l 
machen. 

In dem in §. 37, Nr. 13 betrachte- 
ten Falle sey gemessen worden: 

CD = a = 2693 bad. Fuss, 6= A 
122°32'15", y = 55° 33' 19", 
/9=l°18'25",a = 0. 
Zunächst inuss man nun A'C su- 
chen; zu dem Ende hat man : 

log a = 3-4302364 log s = 4*8^38858 

log sin <* = 9-9258480 log^ 60 ' 60 




= 5-3144251 



E. log sin (y+S). = 1-4778014 
log 8 = 4*8338858. 

Hieristk = 0*0653. 

log s=4-8338858 
log tg (ß - kC) = 83542211 

3 1881069 
A'B = 1542-08 



E. log r = 2-6722761 
2-8205870 
C = 661*58" 
kC = 431" 
/?— kC = l°17'42". 

2 log s = 9-66777 
,E. log 2r = 2-37*24 
203901 

s' 



1- = 109-39 
2r 

Wirkliche Erhöhung von B über C = A'B + ~= 1651'47bad.F. 

Zur Anwendung der Formel (37) wollen wir folgendes Beispiel 
wählen: 

180.60.60 

log s=3-3563886, z = 89°55'26'3", k = 0'0734, log — — 

= 8-49824—10. < 

10* 
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logs = 335639 log s = 33563886 

log 18 ^ 6 ° 2 = 8-49824 log cos (z + 2k ~ 1 C) = 72 105300 

T85463 E . log sin ( z -j- (k — 1 ) C | — 0 0000 008 

2 " 



C w „ 0*5669194 



( 1 - k) C = 2'12'57" h' — h = 3 6891 . 

(l-2k)^"=ri-03" 
Z 

z + 2k ~ 1 C = 89° 54' 26-3" 
Z • 

z+(k— l)C = 89 w 53'13-7" 

Ferner: log s = 3*8764582, z — 90° 9' 2 7", k = 0*0685, 

log 180 ; 60< 60 =z 8 49824 - 10, gibt h' — h = - 12-337, also 
Z r n 

eine Senkung. 

§•«• 

Um der Korrektion wegen der Strahlenbrechung, die immer et- 
was unsicher ist, auszuweichen, pflegt man oft gleichzeitige Zenith- 
distanzen zu nehmen. In diesem Falle nämlich wird nicht nur (Fi- 
gur 38) die Zenithdistanz des Punktes M in A, sondern auch zur 
nämlichen Zeit (d. h. unter denselben atmosphärischen Verhält- 
nissen) die Zenithdistanz des Punktes A in M beobachtet. Sind 
also die zwei Punkte so gelegen, dass man wirklich den atmosphä- 
rischen Zustand in beiden als denselben anzusehen berechtigt ist, 
so wird die Grösse k in beiden Punkten dieselbe seyn. Ist mithin 
z die beobachtete Zenithdistanz des Punktes M in A, z' die von A 
in M, so sind die wahren Zenithdistanzen beider Punkte z + kC, 
z' +kC und in dem Dreiecke ACM kennt man die Seite AC = r + h, 
nebst den drei Winkeln C, 180° — (z + kC), 180° — (z' + kC). 
Da diese letztern zusammen 180- betragen müssen, so ist 

z + ^ + 2k C^180' + C, k= 180, + C 2 -^ + ^ 

woraus k gefunden wird, wenn C bekannt ist. Man hat nun (§.23): 
2r + h + h / :h / ~h = cotgiC:tgi(z'~ z), 

h'-h = (2r + h + h')tg4CtgHs'-~z), 
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also wenn wie in §.39tgJC = sin^C = r— : 

h'-h = (l+^)stgKz'-?). 

d. h., wenn man ^-^-^ vernachlässigt: 

Zr 

h'— h = stg{(z / — z), (38) 
nach welcher Formel bei gleichzeitigen Zenithdistanzen der Höhen- 
unterschied berechnet zu werden pflegt. Die Genauigkeit ist jedoch, 
bei der Unsicherheit der Voraussetzungen , in der Regel nicht sehr 
gross. 

Auch die Formel (37) pflegt man noch etwas kürzer zu fassen. 
Da nämlich der im Nenner vorkommende Winkel nahezu dem im 
Zähler vorkommenden gleich ist, so hat man ungefähr: 

2k — 1 



h' — h = scotg (^z-f 



2 



:), (39) 



welche Formel jedoch natürlich minder genau ist, als (37). 

Anmerkung. Es ist hiebet offenbar vorausgesetzt, dass die Winkelmessin- 
strumente in denselben Punkten aufgestellt seyen , nach welchen hin röirt wurde. 
Häufig ist diess unmöglich, wenn z. B. die Spitze eines Thurms u. s. w. der Visir- 
punkt war. Alsdann stellt man das Instrument entweder senkrecht unter den be- 
treffenden Punkt oder in die durch den Punkt und den anzuvisirenden Punkt ge- 
hende Verticalebene und misst dort die Zenithdlstanz. Da man die Lage des In- 
struments in Bezug auf den Punkt, in dem es aufgestellt werden sollte , kennt , so 
ist es nicht schwer, aus der Messung die eigentliche Fig. 40. 

Zenithdistanz zu erhalten. Sey nämlich A der Punkt, 
in dem das Instrument aufgestellt werden sollte ; 
D der, in dem es aufgestellt wird, B der Zielpunkt, 
so dass A, D, B in derselben Vertikalebene hegen ; 
ferner liege A' in der durch D gehenden Horizon- 
talebene. Man misst die Zenithdistanz^ von B in 
D = zo und soll die von B in A = z finden. Der 
Winkel Z' DB ist also = z 0 -f- kC, Z AB == z + kC ; 
man kennt ferner A'B, A'D, hat also sin A'DB: sin A'BD = A'B : A'D, sin A'BD 

= A D . sin A DB ^ ntin A , D j ramer j t ] einf so win i man won j a <db = 90° -f* z 0 
Ad » 

und A'B = s(§.38; setzen können, also 

i 

sin A'BD = 




A'D cos z„ 



erhalten, woraus A'BD folgt. Dann ist BA'D = 90» — (z 0 -|-kC + A'BD),ZA'B 
- % 4" kC-f A'BD. Ferner hat man im Dreiecke ABA' : sin AA'B : sin ABA' 
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sin AA'B 

— AB : AA', d.h. sin ABA' — AA' . — — — , worin AA' bekannt, AA'B — z 0 

Ali 

-f ABI) angenommen werden kann, und ebenso AB ohne merklichen Irrthum — s 
gesetzt werden darf, so dass 

, i -ABA-= AA '"° ( '° + A,BD > 

s 

nnd dann 

ZAB z + kC - AA'B -f ABA' . 
d. h. da A'D und AA' immer klein im Verhältniss su s, also A'BI) _ cos ** p 



I+kc = I „ +k c + A ^= ( , + A A' S i„[ IO+ A ^£^ () ] f . 

• A'Dcoiz 0 AA' . | A'D cos z,, 1 
«==«. + - t f+ — s>n|_i„H - (Je 

I 

. A'D cos z«, AA' sin 2y 
= *oi s — (»H 

A'D 

wenn man auch noch *— — cos zo Q neben z<> vernachlässigt. 

Ist D in A', so ist A'D = 0, also bloss 

• AA' 
z — H ~ sin z 0 . 9 

s 

Wir haben hiebei D tiefer als A vorausgesetzt ; im entgegengesetzten Falle 
hfitte man — AA' für AA' zu setzen; läge A' zwischen D und B, so wäre eben so 
— A'D für A'D zu setzen. 

Es mag von Interesse seyn, hier die Lösung einiger Aufgaben 
beizufügen, die vermöge des Obigen ziemlich leicht ist. 

1) Ein Punkt (Thurm, Berg) ist um II höher, als die um ihn 
(seinen Fuss) sich ausbreitende unbegränzte Ebene (also z. B. die 
Meeresfläche); wie weither kann er noch gesehen werden? 

In dem entferntesten Punkte der Ebene , in. dem der fragliche 
Punkt noch sichtbar ist, muss seine scheinbare Zenithdistanz 90° be- 
tragen (in Figur 38 wäre also M der fragliche Punkt , A der letzte 
Punkt der Ebene, von dem aus er noch sichtbar ist, ZAM' ~ 90°). 
Da jetzt h' — h = II, so ist also in (37 ), wo nun z = 90°: 

s . sin — — C 

IT __ L 

cos(l-k)C' 

oder da C = — , wo g = *^0. 60. 60 ^ g e j. un( j en gegeben ist : 
r n 
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2r 

H = 



cosQ—^gs^ 



aus welcher Gleichung s zu bestimmen ist. Näherongsweise kann 

O — K) , 
man cos — - — -ga — 1 setzen und hat dann 

„ . l-2 k s(l-2k) 1— 2k t 

II — s . sm — ös = s. - =—z 8% 

2r r 2r 2r 

V "27!T ■ 

Hat man hiernach s bestimmt, so wird man ohne Fehler diesen 
Werth in sin |j g s J und cos — — jr^— setzen dürfen und 

dann erhalten: 



I 1 ~ k \/ 2rH ( 



Hcos \ g V , ~ «v 1 

{ r ^ r 1 — 2k 

s = • (b) 

. U— 2k \/ 2rII 

wenn man ja einen genauem Werth noch zu erhalten wünschte. 

Natürlich drückt s auch die Entfernung desjenigen Punktes aus, 
den man von dem Thurme aus am Rande des Horizonts erblickt. 
Steht man also auf einem Punkte, dessen Höhe über der Meeres- 
tläche = H, und erblickt am Rande des Horizonts das Meer, so 
gibt (a) oder (b) die Entfernung des Standpunkts vom Meeresufer an. 

Bei der Unsicherheit in der Bestimmung von k (und r) wird üb- 
rigens weder die Formel (a) noch (b) bedeutende Genauigkeit ge- 
währen, so dass man sich immer mit (a) begnügen kann. 

Anmerkung. Bei Beobachtungen auf dem Meere hal man die D e p r e » 6 i 0 n 
des Meereshorizonts, d. h. den Winkel zu bestimmen, den der von dem ausser- 
sten sichtbaren Rande der Meeresfläche kommende Lichtstrahl mit der Horizontal- 
ebene im Beobachtungsorte macht. Ist H die Höhe des letztern über der Meeres- 
fläche , so gibt s in der Formel (a) die Entfernung des äussersten Randes an. Ist 
fi die Depression , so wird 90° -|- p die scheinbare Zenithdistanz des äussersten 
Randes im Beobachtungsorte seyn, so dass also in der Formel (39) zugleich 

z = 90° + ß , s = < y/ 1 ^ r ^ k < C = j q ist. Da dort ferner h' ^ 0 (Meeresfläche), 
h — H, so hat man : 
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d. h. 



] — 2k 

Ua der Winkel fi — C immer klein ist, so hat man ungefähr 



1— 2k s 



also 



wodurch diese Depression (in Sekunden) bestimmt ist. 

2) Zwischen zwei Höhenpunkten A und B , deren Entfernung 
S ist, und deren Höhen über der Meeresfläche H und H' seyn mögen, 
liegt eine Höhe C, in der Entfernung s von A, deren Erhöhung über 
der Meeresfläche h ist. Man fragt, ob man B noch von A aus se- 
hen könne, oder ob es von C verdeckt sey. 

Wir wollen zunächst die Zenithdistanz z bestimmen, unter der 
C von A aus erscheinen muss. Nach (39), welche Formel für uns 
bequemer ist, hat man (ungefähr) : 

h — H = s. cotg [z — ! ~ 2k C J = s tg ^90° — z + 1 s g j , 

woraus z zu bestimmen ist (und auch bestimmt werden kann). Da in 

1 2k 

der Regel der Winkel 90° — zH - s^ klein ist, so wird man 

jl r 

nahezu die Tangente dem Bogen gleichsetzen können (§. 15) d. h. 
haben: 

90° — z , 1— 2k 1 _ ft h — H l~2k 

S0, 



h _H= 8 n^v-^4 9o °-*= h - 

l- o 2r J s 



(> 2r J s 2r 

wodurch 90° — z gegeben wird. Bestimmt man nun in der Entfer- 
nung S von A eine Höhe h' so, dass sie in A unter derselben Zenith- 
distanz (z) wie C erscheint, so wird C dieselbe genau decken. Aus 
(39) folgt aber: 

,-„ =s ,[ M .-,+>^s e ] = sP^ + l=fVj, 

oder, wenn man für 90° — z seinen Werth setzt: 



1 
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li'=H + 7 (h-H) + — -(S'-Ss). 

Ist nun II' > h', so kann man B von A aus sehen; sonst nicht. 
Seyz.B. S = 30,000 Toisen, H=100, H' = 200, s = 10,000, 

h= 104*54, log ( /~^ r 2k ) =312292, so wird h' = 193 29, und 

also ragt B noch 6*71 (=H' — h') Toisen über C hinaus. 

3) Zwischen zwei Punkten A und B, deren Höhen über der 
Meeresfläche H und H' seyen, liegt das Meer; man wünscht zu wis- 
sen, wie weit sie von einander entfernt seyn müssen, um gerade 
noch am Rande des Horizonts von einander aus bemerkt zu werden. 

Die gesuchte Entfernung beider sey S , so muss also B, von A 
aus gesehen, mit dem Meereshorizont verschwimmen. Ist dieser in 

\ / 2rII 

der Entfernung s, so muss nach Kr. 1 : s = \ - — seyn. In 

1 iL K 

\ / 2 rH 

der vorigen Aufgabe ist also s = \ — , h = 0, h' = H', also : 

v 1 * — Jt k 

B'-H = -äH+l=i k (s-.)s, 

Hieraus : 

2r v 2r s J 

^ C , 2Hr (H^ — II) 2 r 



q il . 2Hr 1 ^\/ (H'-H)2r t J _2Hr T 
S = ^L S + (T=2k)7J ± V !„ 2k +^L s + (I^2k)-J 
Nun ist 

2rH 2rH . . 



(1 — 2k)s ^ T (l-2k)s 
iT « 2Hr 1* 2 2 ^H f , 2rH 1 



also 



X V l-2k- V l-2k ± V l-2k 
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In dieser Formel ist nur das obere Zeichen zulässig, da S > s, 
mitbin endlich 



Es folgt aus den obigen Formeln sehr leicht eine Bestimmungs- 
weise von k durch die Erfahrung für jede Beobachtungszeit. Be- 
findet man sich, nämlich an einem Orte und beobachtet die Zenith- 
distanz eines zweiten Ortes , dessen Entfernung s vom erten, und 

dessen Erhöhung h über demselben bekannt ist, so hat man nach (39) : 

i- 2k IT 

h = s . cotg |_z H - — C J, 

woraus k gefunden werden kann. 

- . 

. §.42. 

1) Von einem Dreieck ABC, das vollständig gegeben ist, soll 
durch eine Linie DE, die mit AC den gegebenen 
Winkel a mache, ein Stück CDE = F abgeschnit- 
ten werden. 

Sey CD = x, CE =y,io ist (§§. 22, 28): 

xysinC • / i n\ ■• 

-^2 = F, x : y = sin (a + C) : sin a ; 

hieraus folgt: 

xsin« x ? sin«sinC _ \ / 2Fsin(g+C) 

sin(a + C) , 2sin(«+C)"' ' Xr V 8 j n « s [ n c ' 




y = 



.,-V: 



2 F sin 



« 



sin (a-f- C) .sin C 
Hiedurch sind x und y, also DE genau bestimmt. Natürlich 
darf a + C nicht > 180°, da sonst die Aufgabe unmöglich wäre. 
Fiele hiebei y > CB aus, so würde DE nicht mehr die CB schnei- 
den , sondern die AB , also etwa die Lage DE' haben ; in diesem 
Falle müsste die Rechnung anders geführt werden. 

Man hätte jetzt, wenn AE' = z, AD = u, und J die Fläche des 
Dreiecks, wobei F das Stück CDE*B : 

u^sinA nono iii • usina 

^ — = J — r, u:z = Sinl 180° — a + AJ:sin«,z = — — 

^ sm(g— A) 

u'sinAsin« ^ y n _ \/ 2 (J — F) sin (a — A) 

2 sin (a-A) V s j nasinA 
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_ — F)sin« 

sin(a — A).smA' 



Man sieht leicht, wie man zu verfahren hat, wenn mehrere Stücke 
abgeschnitten werden sollten. 

Sey z. B. AC = 1200, BC = 1000, C = 52°, so ist die Fläche 
des Dreiecks 

120 % 100 ° sin52° = 472806. 
Gesetzt nun, es solle dasselbe in vief Stücke abgetheilt werden, 

* ■ 

die sich wie 8:7:16:19 verhalten, und zwar, durch Linien , welche 
AC unter den Winkeln 60°, 40°, 55° schneiden. Die Inhalte der 
Stücke sind: 

4 7 2806.8 = 76648 , 96> *7*80B.7 = 66 

472806 . 16 ~ ^ 1297 , 92| 472806 . 

= F, =F 4 
Sind x,, x 2 , x, die Entfernungen vonC der Durchschnittspunkte 

der drei Theillinien mit AC; y,, y 2 , y 3 , dessgleichen für CB, so ist 

1/ 2F, sin 112°- _\ / 2 F, sin 60° _ 

*' - Y sin60°. S in52 '- 45337>y '- V sinU2°sin52'- 423 48 ' 

Xj_ V sin 40° sin 52° _ '* ö 14 ' 

*/ 2(F,+F,). S in40° 
yj_ V sin 92" sin 52" ~ 401 I9, 

sin 55 . sin 52° 

• ■■ _ \/ 2(F, +F, + F,)sin55' _ ,„„.„., 

y ' _ V sin 107» sin 52« _ ' 98 ^ 

Sämmtliche Theillinien schneiden also die BC. 
2) Ist ein Viereck in ähnlicher Weise zu theilen , so ergänze 
man dasselbe vorerst zu einem Dreiecke , indem man zwei Seiten 
desselben verlängert, bis sie zusammenstossen. Das neu hinzukom- 
mende Dreieck kann man berechnen, und dann die Aufgabe, der 
Theilung leicht auf die vorhergehende reduziren. Eben so bei einein 
Fünfeck u. s. w. 
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V 

3) Von dem Viereck ABCD , in welchem die Seite AB = a, 

nebst den Winkeln A und B gegeben ist, soll durch eine Linie EF, 

welche mit AC den gegebenen Winkel E macht, ein Viereck ABEF 

abgeschnitten werden, dessen Fläche = S sey. 

. In dem Viereck ABFE kennt man alle Winkel, da F = 360° — 

(A + B +E), nebst der Seite AB = a. Sey also AE = x, so wird, 

wenn x bekannt ist, EF gegeben seyn. Zunächst wird man nun die 

Fläche des Vierecks ABFE aus a, x, und *"* 

den Winkeln zu bestimmen haben. Die 

Fläche des Vierecks (gleich der der zwei 

Dreiecke ABE, BEF) ist 

AE . AB . sin A , BF. EF. sin F. , c oox 

—(vgl. §.28). 




2 1 2 

♦ 

Nun lassen sich die Seiten EF und BF 
aus den übrigen Stücken finden. Fällt man ^ G ~jf 
nämlich von E und F auf AB zwei Senkrechte, die wir mit EG und 
FII bezeichnen wollen , so ist AG = x cos A, wo AG negativ ist, 
wenn G nicht zwischen A und B fallt; BH — BF cos B» wo ebenso 
BH negativ ist , wenn II nicht zwischen A und B liegt. Die Linie 
EF macht mit AB einen Winkel = A + E — 180°, also ist GH = 
EF cos (A + E — 1 80°) = — EF cos ( A + E), mithin da GH = AB 
— AG — BH: 

— EF cos ( A + E) = AB — x cos A — BF cos B, 
EFcos (A + E) = — a-f-xcosA + BFcosB. 
Die Differenz der zwei Senkrechten FH, EG ist gleich der von 
F aus auf eine durch E mit AB parallel gezogene Gerade. Diese 
ist aber EF sin (A + E — 180°) == — EF sin (A + E), mithin 

BF sin B — AE sin A = — EF sin ( A + E), 
d. h. man hat zur Bestimmung von EF und BF die zwei Gleichungen : 
EF cos ( A + E) — BF cos B = x cos A — a, 
EF sin ( A + E ) + BF sin B = x sin A *. 
Hieraus folgt: 

(xcosA — a) sin B -\- x sin A cos B 
~~ sin B cos ( A + E) + cos B sin (A + E )' 

* Es sind dies die zwei Gruudgleichungen der ebenen Polygonometrie, auf da» 
Viereck angewandt. Vergl. meine «ebene Polygonometrie" (Stuttgart, Metzler) 
9, so das* diese Aufgabe eigentlich in die Polygonometrie gehört. 
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ov — * sm ^ cos ^ ~l" ^ ~~( x cos A — a) sin ( A + E ) 
sin B cos (A + E) + cos B sin ( A + E) 



d. h. 



_ x sin (A + B) - a sin B _ a si n ( A + E) — x sin E 
sin(A + B + E) ' b sin(A+B + E) ; 

folglich die Fläche des Vierecks : 

axsipA . [xsin(A+B)— -asinB] [asin(A + E)— -xsinE] . 

2 2sin 2 (A + B+E), ,8inl? 

oder da F = 360° — (A + B + E), sin (A + B + E) == — sin F, 
sin?(A + B + E)^:sin 2 F: 

axsinA [x sin (A + B) — a sin B] [a sin (A + E) — x sin E J 

2 2sinF " 

d. h. 

— x 2 sin(A + B) sinE + xra sinAsinF+asin(A + B)sin(A + E) 

+ asinBsinEj 

= 2SsinF + a 2 sinBsin(Ä + E), 

— x 2 sin ( A -f - B) sin E + a x [sin A sin F + sin (A + B) sin (A + E ) 

+ sin B sin E ] = 2 S sin F + a 2 sin B sin (A + E). 
Nun ist 

sin X sin F + sin (A + B) sin (A + E) + sin B sin E = — sin A . 

sin (A + B + E) + sin (A + B) sin (A + E) + sin B sin E 
= [ — sin A sin (A+E) cos B — sin A cos (A+E) sin B + sin A cos B . 

sin (A + E) +cos A sin B sin (A + E) + sin B sin E ] 
= [ — sin A sin B cos ( A + E) + cos A sin B sin ( A + E) + sin B sinE | 
= [sin B (sin (A +E) cos A — cos (A +E) sin A| + sin B sin E] 

= [sin B sin E + sin B sin E] = 2 sin B sin E, 
also endlich : 

, sinB _ | 2SsinF + a 2 sinBsin(A + E) | 

X sin(A + B)~~~ | sin(A + B)sinE \* 

Hieraus 

asinB \/~ a 2 sin 2 B 2 S sin F+a 2 sin B sin (A+E) 

X ~sin(A+B)- V sin 2 (A+B)~~ sin(A + B)sinE 

a sin B 

IstA + B > 180°, also . / . , ^\ < °> s0 kann n " r das obere 

sin(A + B) 

Zeichen gewählt werden; wennA + B< 180°, so würden allerdings 
zunächst beide Zeichen zulässig seyn , so dass also scheinbar zwei 
Werthe vom x zum Vorschein kämen, für den Fall wenigstens, dass 
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beide Werthe von x positiv ausfielen. Um jetzt zu entscheiden, 
welcher der zwei Werthe der richtige sey, wird man sich AE und 
BF verlängert denken, bis sie sich schneiden. Man erhält alsdann, 
wenn M der Durchschnittspunkt ist, ein Dreieck AMB, dessen Fläche 
man berechnen kann. Der Winkel M ist = 180° — (A + K )> 
ferner : 

AM : AB = sinB : sin(A + B), 

am- AB * s ' n B asinB _ a 2 sinBsinA 

sin(A + B) _ sin(A + B)' ü ~~ 2sin(A+B)' 

Die Linie EF schneidet davon ein Stück EMF, dessen Jfläche 

. _ a 2 sinAsinB n _ , w . , , 

= ABM — S = _ . , — S, und macht mit AM den Winkel 

2sin(A+B) 

180° — E; demnach ist nach Nr. 1 : 

_ \/ j a'sin AsinB | sin(180° — E-f 180° — A — W 
V j2sin(A+B) (sin (180° — E). sin (180° — A — B) 

^sin AsinB A f - sin (A + B -f-E)"\ 

sin(A + B) *J V s inE.sin(A+B) J 



=V( 



a 2 sin AsinB sin F 2SsinF 



sin 2 (A + B) . sin E sin E sin (A+ B )* 
Mithin ist 

x = AE = AM — ME= asinB 



V 



sin(A + B) 
a 2 sinAsinBsinF 2SsinB 



sin 2 (A + B) . sin E sin E sin ( A + B)' 
Da nun 

sin 2 B . sinBsin(A + E) 



sin 2 (A +B) sin (A + B) sin E 
sinB r sinB. sin E . , , _."] 

L ,i„(A4-BI ~" ,(A + E) J 



[ 



~~ sin (A + ß) . sin E Lsin (A + B) 

sin B T sin B sin E — sin (A + E) sin (A + B) "l 
sin(A + B)sinEL sin(A + B) J 

sinB 
sin(A-j-B)sinE 

sin [A+B+E— (A+E)JsinE-sin(A+E)sin(A+B+E— E) ~| 

sin(A+B) J 
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< 

sinB 



, , - [sin (A + B + E) cos (A + E) sin E - 
sin'(A+B)sinE 

cos(A + B+E) sin (A +E) sin E— sin (A +E) sin (A +B + E) . 
cos E + sin (A + E) cos ( A + B + E) sin E j 

= S i n XA S +B)s i n E ' Sin ^ + B + E ) C05(A + E)sinE - 

sin (A + B + E) sin (A + E) cos E] 

sinB V . fk D . r , . A , si, A sinB sin F 
; [— sin (A +B -f-E) sin A j — -r-. 



sin 2 (A + B)sinE L v ' 1 ' 1 sin 2 (A-f-B)sinE' 
so stimmt obiger Werth von x mit dem frühem zusammen, wenn 
man das untere Zeichen gelten Iässt, welches also in diesem Falle 
nur zu wählen ist. Die Wahl des obern Zeichens würde ja x > AM 
geben, was nicht seyn kann. Man ersieht hieraus, wie man, gemäss 
Nr. 2, die Aufgabe auf die erste hätte reduziren können. 

Soll EF parallel mit AB gehen, soist E = 160° — A, F = 180° 

— B, also: 

— asinB . \/ a*sin 2 B 2SsinB 
X ~sin(A + Bj- V sin 2 (A + B) sin (A + B)sin A' 
wo das obere Zeichen gilt, wenn A-(-B > 180°, das untere wenn 
A + B<180°. 

Die senkrechte Entfernung der TheillinieEF von AB ist iu die- 
sem Falle = xsin A, d. h. gleich 

a sin A sinB ,'\ /a 2 sin 2 Asin 2 B 2 S. sin A sinB 
sin (A+B)- V sin'(A + B) sin(A + B) ' 
wo die Zeichen, wie vorhin gelten. 

Für den Fall, dass A-f-B = 180° gelten unsere Schlussformeln 
nicht; geht man aber jetzt auf die anfänglichen Gleichungen zurück, 
so ist die quadratische Gleichung, da A + B = 180°, F = 360° 

— (180° + E) = 180° — E: 

a x [sin A sin E + sin A sin E J = 2 S sin E + a 2 sin A sin (A + E), 

_ 2SsinE + a 2 sinA f in(A4-E) _ S asin(A + E) 

2asinAsinE asinA 2sinE 

Sollte noch EF parallel AB seyn, so wäre A + E= 180°, also 

S 

x . . , 
asm A 

wie natürlich, da dann die Entfernung der Linie EF von AB gleich 
S 

—seyn muss. 
a 
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Siebenter Abschnitt. 

■ * 

Die Dreiecksnetze. 

- ' . §-43. 

Bei der Vermessung eines ganzen Landes ist es von grosser 
Wichtigkeit, für die Detailvermessungen genau bekannte Stand- 
linien zu haben, von denen aus durch Winkelmessungen die einzel- 
nen kleinern Theile aufgenommen werden können, üm nun jene 
Standlinien zu erhalten , wird man mit möglichst grosser Sorgfalt 
an dazu geeigneter Stelle eine Linie (Grundlinie, Basis) messen, 
auf dieser ein Dreieck sich errichtet denken, von dem sie die eine 
Seite ist, während die entgegenstehende Spitze ein bestimmter 
Punkt des zu vermessenden Landstrichs ist; an dieses Dreieck wird 
man ein anderes anlegen, so dass beide eine Seite gemeinschaftlich 
haben u. s. w. In dieser Weise überzieht man nun den ganzen Land- 
strich mit einem Netze von Dreiecken , in denen man die sämmt- 
lichen Winkel misst * ; da in dem ersten, an die Grundlinie anlehnenden 
Dreiecke eine Seite bekannt ist, so kann man jetzt alle Seiten jenes 
Dreiecks berechnen (§. 24) ; in dem nächstfolgenden Dreiecke kennt 
man nun abermals eine Seite und alle W T inkel, und kann dasselbe 
somit berechnen. In welcher Weise man hier fortschreiten wird, 
ist klar. Man erhält somit die sämmtlichen Seiten aller Dreiecke, 
natürlich desto sicherer, je genauer die Messungen selbst waren, 
und findet also die gesuchten Standlinien, an die man sich nun bei 
der Detailvermessung anlehnt. 

Ehe wir jedoch weiter gehen , müssen wir eine Bemerkung ein- 
schalten. Wir haben vorausgesetzt, dass man die einzelnen Drei- 
ecke gemäss den im dritten Abschnitte aus einander gesetzten Leh- 
ren berechne, d. h. wir haben dieselben als eben vorausgesetzt. 

Diese Annahme ist jedoch , wie wir schon in §. 38 bemerkt haben, 

j 

■ N » 

9 * 

* Allerdings genügt die Messung ron zwei Winkeln; der bei der Messung auf- 
tretenden Beobachtungsfehler wegen ist es jedoch sicherer, die sämmtlichen Winkel 
xu messen, und die Summe dann auf 180° auszugleichen , in so ferne das Dreieck 
als- ein ebenes angesehen werden kann. 
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nicht geradezu zulässig, da die Erde keine ebene Fläche ist. Wir 
werden jedoch im zweiten Theile nachweisen, dass wenn die Seiten 
der Dreiecke eine bestimmte Grösse nicht überschreiten, man be- 
rechtigt sey, die Dreieke zu behandeln wie ebene Dreiecke. Bei 
der Bildung von Dreiecksnetzen pflegt man zuerst ein Netz von 
sehr grossen Dreiecken, sogenannten Dreiecken ersten Rangs, 
über den Landstrich auszubreiten , und misst die Winkel derselben 
mit äusserster Sorgfalt. Die Seiten dieser Dreiecke sind oft meh- 
rere Meilen lang und es kann also bei der Berechnung derselben 
von Anwendung des §. 24 keine Rede seyn ; sie müssen nach den 
im zweiten Theile auseinander gesetzten Lehren behandelt werden. 
An und in diese grossen Dreiecke legt man nun ein zweites, drit- 
tes, . . . Netz von Dreiecken, deren Seiten immer kleiner werden — 
die Dreiecke zweiten, dritten, .... Rangs, deren Winkel zwar immer 
sorgfältig, jedoch nicht mit dem grossen Aufwand von (Zeit und) 
Genauigkeit gemessen werden , wie die der Dreiecke ersten Rangs. 
Wie gesagt werden wir im zweiten Theile die Bedingungen darlegen, 
unter denen ein solehes Dreieck als ein ebenes angesehen werden 
darf. * Hier nehmen wir natürlich an, es handle sich von Dreiecks- 
netzen desjenigen Rangs, bei dem diese Bedingungen erfüllt sind. 

— — - — ■■ ■ — ■ — — j 

* Wenn auch vorgreifend, mag es doch gestattet seyn, diese Bedingungen hier 

aufzustellen: Wir wollen annehmen , man vernachlässige Winkel, die kleiner als 

O'Ol" sind; alsdann wird man nach §. 19 der zweiten Abth, (verglichen mit §. 26) 

ein Dreieck als ein ebenes ansehen dürfen , wenn die dortige Grösse E unter 0-03" 

a*V3 

ist. Nehmen wir das Dreieck gleichseitig, die Seite = a, so ist F = — ~~ t 
also muss 

, . 4F?< 0 - 03 - dha <V7v3 

seyn. Nun ist, wenn man nach §. 26 der zweiten Abtheilung log r = 6 8047934 setzt: 

log 012 = 0-0791812-1 
log r*= 136095868 
Elogp= 4-6855748 
ElogV3^ 9-7614393 
7 1357821 

3 5678910, Zahl = 3697 3. 
Daraus folgt, dass so lange die Seiten des Dreiecks unter 3700 Meter (= 12333 
bad. Fuss) sind, man ein Dreieck ohne irgend ein Bedenken geradezu als eben an- 
sehen kann. 

Würde man Winkel unter O l" vernachlässigen, so hätte man: 

!>i enger, ebene Trigonometrie. 11 
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Die Seiten dieser Dreiecke , deren Endpunkte durch dauernde 
Merkmale bezeichnet werden , bilden nun die für Detailvermessun- 
gen notwendigen und genau bekannten Standlinien, deren beson- 
dere Messung einerseits zu kostspielig, anderseits bei den unver- 
meidlichen Schwierigkeiten einer Längenmessung zu ungenaue Re- 
sultate geben würde, wenn man diese Operation minder geübten 
Händen überlassen müsste. 

Es dienen aber diese Dreiecksnetze nicht bloss dazu, Standlinien 
für Detailvennessungen abzugeben, sondern es werden vermittelst 
derselben die einzelnen Eckpunkte festgelegt. Diese Festlegung 
geschieht dadurch, dass man die Koordinaten der Eckpunkte be- 
rechnen kann, d.,h. die Entfernungen derselben von zwei beliebig 
gewählten , auf einander senkrecht stehenden geraden Linien. Die 
Berechnung der Koordinaten der Eckpunkte des Dreiecknetzes ersten 
Rangs werden wir im zweiten Theile darlegen; hier nehmen wir die 
Lage dieser Eckpunkte als gegeben an. Da die Dreiecke des zwei- 
ten u. s. f. Rangs sich an die Seiten der Dreiecke ersten Rangs an- 
schliessen, so wird man am besten als die zwei einander senkrecht 
durchschneidenden Geraden, auf welche die Lage der Dreieckspunkte 
niederem Rangs bezogen werden soll , den durch einen Eckpunkt 
ersten Rangs , der zugleich Eckpunkt des betrachteten Netzes ist, 
gelegten Meridian, so wie die auf ihm in jenem Eckpunkte senkrecht 
stehende Linie annehmen. Die Entfernungen der Eckpunkte von 
jenem Meridiane sind dann die Ordinaten, die Entfernungen der 
Fusspunkte der 'von den Eckpunkten auf den Meridian gefüllten 
Senkrechten von dem angenommenen Eckpunkt ersten Rangs, die 
Abszissen der Eckpunkte. Die Berechnung der Koordinaten ist 
Sache der ebenen Polygonometrie. IstA der fragliche Eckpunkt 



4 0678910, Zahl = 11692, 
so dass man jetzt sogar Dreiecke, deren Seiten kleiner als 11700 Meter (= 39000 
bad. Fuss) als eben ansehen dürfte. 




log 1-2 = 00791812 
logr'= 13.6095868 
Elogp= 4*6855748 



ElogV3= 9;7614393 



8- 1357821 
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ersten Rangs, NS der durch ihn gehende Meridian, so wird man 
nach den in meiner „ebenen Polygo- Fä * * 3 - 

nometrie" dargestellten Lehren, in- 
dem man dieEckpunktealsEckpunkte 
eines Linienzugs (vergl.§.7 der „ebe- 
nen Polygonometrie") ansieht, die 
Koordinaten genau und nach einem 
leichten Mechanismus berechnen 
können^ indem sämmtliche Winkel c< 
und Seiten des Linienzugs als be- 
kannt angesehen werden dürfen. Da 
man offenbar den Linienzug, der 
durch das Dreiecksnetz gebildet wird, in verschiedener Weise an- 
ordnen kann, so wird man auch die Koordination der einzelnen Eck- 
punkte in verschiedener Weise erhalten können, und somit die Rech- 
nung fortwährend zu kontroliren im Stande seyn. Der Winkel, 
welchen eine beliebige Seite des Netzes mit dem Meridian NS macht, 
wird nach §. 5 Formel (5) der „ebenen Polygonometrie" ebenfalls 
leicht zu bestimmen seyn; man pflegt ihn das Azimuth der Seite 
zu nennen und er dient zur Orientirung der Seite auf der Erdober- 
fläche. . 

Die bekannten Koordinaten der Eckpunkte dienen dann zur 
graphischen Auftragung der Netzpunkte, behufs Bildung von Kar- 
ten , in denen eben diese Eckpunkte mit den sie verbindenden Sei- 
ten das Gerippe bilden. 

Da die Berechnung der Seiten na<jh den Lehren des dritten Ab- 
schnitts geschieht , worüber wir uns hier wohl nicht weiter zu ver- 
breiten haben ; da ferner die Berechnung der Koordinaten der Eck- 
. punkte ganz eigentlich Sache der Polygonometrie ist, die wir aus- 
fuhrlich in dem bereits mehrfach angeführten Werke dargestellt 
haben, so können wir hier diesen Gegenstand verlassen, da die ge- 
gebenen Andeutungen und Hinweisungen vollkommen genügen wer- 
den. Ohnehin werden wir im entsprechenden Abschnitte des zwei- 
ten Theils nochmals hierauf zurückkommen müssen. 

Anmerkung. Wir haben in §. 38 schon darauf aufmerksam gemacht, dass 
bei geodätischen Vermessungen die auf die Meeresfläche reduzirten Entfernungen 
zu wählen sind. Dies geschieht hier dadurch, dass man die Basis sofort auf die 



164 



Achter Abschnitt. 



Meer^iflärhe reduzirt. Zu dem Ende mass man die mittlere Erhöhung derselben 
über der Meeresfliche kennen, welche Kenntnis« man dadurch erlangt , das« man 
sowohl die Erhöhung der Endpunkte über derselben , als auch der Zwischenpunkte 
misst nnd aus den Angaben den mittlem Werth zieht. Ist nun L die Lange der 
Grundlinie, h ihre mittlere Höhe über der Meeretflache. r der nach §. 38 berech- 

i 

nete Halbmesser , so ist L. -~- die auf die Meeresflache reduzirte Lange der 

Grundlinie. Führt man diese nun in die Rechnung ein , so wird man das ganze 
Dreiecksnetz berechnen, ab wie wenn es auf der Meeresflache läge. 



Achter Abschnitt. 

Auflösung der ebenen Dreiecke ohne Tafeln. 

§. 44. 

Wenn auch praktisch vielleicht von geringem Werthe, dürfte es 
doch nicht uninteressant seyn, diejenigen Formeln zusammen zu 
stellen, die bereits früher angegeben wurden, um die Grösse der 
Winkel eines Dreiecks aus seinen Seiten berechnen zu können, ohne 
sich dazu der trigonometrischen Tafeln zu bedienen. Wir wollen 
1 desshalb dieselben einer nähern Besprechung unterwerfen. 

Die erste Formel ist nun , wenn wir die in §. 33 bereits schon 
eingeführte Bezeichnung arc x für die Länge des zwischen den Sei- 
ten des Winkels x mit einem Halbmesser = 1 beschriebenen Bogens 
beibehalten : 

3sinx , . 

arc x = — , (a) 

2 + cos x 

welche Formel von dem holländischen Mathematiker Willebrod 
Snellius herrührt. 

Diese Formel macht natürlich keinen Anspruch auf absolute 
Genauigkeit; sie kann in folgender Weise gefunden werden. Nach 
§.16 ist ungefähr: 

sinx = arcx — Jarc'x, cosx= 1 — Jarc 2 x, 

woraus 

3 sinx arcxf3 — 4arc 2 xl 

= — — L — 7 == arc x, 

2-f-cosx 3 — $arc 2 x 
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natürlich ebenfalls ungefähr. Will man x in Sekunden haben , so 
ist hieraus : 

180.60.60 3sinx , , 

. 206264-8". (a') 



6 



x 



x = 



2 + cos x ' n " 2 + cos x 
Untersucht man diese Formel, so findet man, dass der Fehler bei : 
x= 10°nochnicht0'3", x = 20° noch nicht 9", x = 30°noch 
nicht 1', x = 40° noch nicht 5', x = 45° noch nicht 7' beträgt. 
Da die Formel (a) oder (a') den Winkel immer zu klein gibt, 
so hat der englische Mathematiker Henry Wilson die Formel 

3SÜ,X ■ (a<<)' 



X = 



206400" 



2-f-cosx 

vorgeschlagen, die anfangs die Winkel zu gross gibt, bei x = 45° 
um über 4' fehlt. Sie ist jedoch sicher minder genau als die fol- 
gende, und beruht auf keinem zu beweisenden Grundsatze. 
Eine schärfere Formel hat Lambert gegeben, nämlich: 
_ 28 sin x -)- sin 2 x _ sin x [14 + cos x] , 
arcx ~ 18+12cosx _ "3'|3 + 2cosx] * W 
Man hat nämlich ungefähr (§. 16) (wenn man überall arc ö x, ... 
vernachlässigt) : 

sinx = arcx — £arc 3 x + T ^arc 5 x, 
cos x = 1 — J arc 2 x -|- ^ 4 arc 4 x, 
sinx[14 + cos x| = [arc x — a arc 3 x + ^arc^x] [15 — £are 2 x 

+ ii arc 4 x] = [1 5 — 3 arc 2 x + J arc 4 xj arc x, 
3 [3 + 2 cos x | = 3 [5 — arc 2 x + £ arc 4 x] = 15 — 3 . arc 1 x 
+ Jarc*x, 

woraus ganz unmittelbar (b) folgt. Man findet aus (b), dass der 
Fehler für 

x= 10° kleiner als 001", x = 20° kleiner als 0 1", x = 30° 
kleiner als 2", x = 40° kleiner als 10", x = 45° kleiner 
als 20" ' 
ist, und zwar gibt die Formel den Winkel ebenfalls zu klein. 

Vermöge dieser Beziehungen ist es leicht , in einem rechtwink- 
ligen Dreiecke die Winkel aus den Seiten zu Pi ** 44 
berechnen. Kennt man nämlich die Seiten a 
und c, also auch b, und ist c> a, so ist auch 

C > A, also A < 45°; ferner sin A = r , cos A 4 . 

b 
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= — , mithin nach (a') : 
b 



A = -^4- . 206264-8", 
2b + c 

oder nach (b): 

a[14b + cl gflfigfi1 ;o„ 
A ~3b(3b + 2c) 2062648 • 
wenn A in Sekunden gesucht wird, wobei die erste Formel bis 10° 
nicht um eine Sekunde fehlt, bei 45° noch nicht 7'; die zweite bei 
45° noch nicht 20", bei kleinern Werthen vonA noch weit weniger. 
Wie man, mit Zuziehung des pythagoräischen Satzes, die Fälle 3 
und 4 des §. 20 hiernach erledigen kann, ist klar. 

Wenn man die Fälle 1 und 2 desselben § erledigen kann, ist 
eben so klar. Kennt man die Winkel und die Seite b , so ist sin A 
a 

= also wenn wieder mit arc A der zum Halbmesser 1 gehörige 

Bogen zwischen den Seiten des Winkels bezeichnet wird : 
a 

— = arcA — Aarc s A-f-fT3arc 5 A. 

Ist A in Graden gegeben, so ist 

An 

arcA= 18Ö' 

also a _Anr|~ ^'A* , tt 4 A 4 1 

b ~~ 180L ? 180 2 ~ , ~ nu * 180* J' 

'""ISOL 1 »l80 ,+iTC '"l80*J' 
Ist dagegen a gegeben, so ist 

a.180 1 



b = 



A.zr ' n*A} t tt 4 A 4 
5 180 2 +rro 180* 



oder da, wenn n™n dividirt: 

ttAA_ 2 7T*A*~ ^M80 2 ^ 3fit> ' 180'' 

so ist auch 

180ar |g »A' ,*'A'1 
An L'^ISO 1 ^ 155 180* J' 



uigi 
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Spezielle Beispiele wollen wir nicht beifügen, da einerseits diese 
Formeln von Heniger praktischem Werthe sind, anderseits es offen- 
bar leicht ist, darnach zu rechnen. Man übersieht ohnehin leicht, 
wie man in noch anderer Weise dasselbe Ziel erreichen könnte, so 
dass wir uns hiebei nicht länger verweilen wollen. 



Neunter Abschnitt 

- 

Ueber den Einfluss fehlerhafter Daten auf die durch Bechnung 

hieraus erhaltenen Grössen. , 

§. 45. 

Soll aus gewissen gegebenen Grössen (Daten) eine noch unbe- 
kannte Grösse durch Rechnung gefunden werden, so müssen jene 
ersten zunächst durch wirkliche Messungen gesucht worden seyn. 
Bei allen Messungen , wie überhaupt bei allen Beobachtungen wer- 
den wir aber niemals vollkommen sicher seyn, den durchaus richti- 
gen Werth für die zu bestimmende Grösse erhalten zu haben. Ab- 
gesehen von gewissen Fehlern , die in der Einrichtung der Instru- 
mente u. s. w. ihren Grund haben, und die wir bis auf einen gewis- 
sen Grad zu bestimmen, also auch zu verbessern im Stande sind, 
werden den Beobachtungen unvermeidliche Fehler anhaften, die in 
zufälligen Ursachen ihren Grund haben, als in nicht zu berechnen- 
den Temperaturverhältnissen , mehr oder minder Aufmerksam- 
keit u. s. w. Diese Ursachen, über deren Daseyn oder Kichtdaseyn 
im speziellen Falle nur schwer entschieden werdeu kann , bringen 
nun die sogenannten unvermeidlichen Beobachtungsfehler 
hervor, auf die wir somit in allen aus der Erfahrung genommenen 
Angaben zählen müssen. Es versteht sich ganz von selbst, dass 
wir nur solche Angaben aus der Erfahrung benützen werden, die 
durch Beobachtungen erhalten wurden, welche unter den vorhande- 
nen Verhältnissen möglichst genap sind, so dass wir — wenigstens 
in so ferne wir hier von Beobachtungsfehlern sprechen — von vorne 
herein annehmen dürfen, es seyen die Fehler, welche den aus der 
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Erfahrung genommenen Angaben anhaften, möglichst klein. Uebri- 
gens werden, theoretisch* gesprochen, diese Fehler eben so wohl po- 
sitiv als negativ seyn können, d. h. die durch Beobachtung gefun- 
dene Grösse kann eben sowohl grösser als kleiner seyn, als der 
wahre Werth derselben. Bei Winkelmessungen ist diess ganz von 
selbst klar. Bei Längenmessungen dagegen wird ein positiver Fehler 
überwiegend vorkommen, da viele, unvermeidliche' Umstände zusam- 
menwirken, die gemessene Länge zu gross erscheinen zu lassen, 
wie etwa das Abweichen von der geraden Linie, das nicht gehörige 
Anziehen von Messketten u. dgl. Doch muss man theoretisch posi- 
tive Fehler eben so gut zulassen, als negative. 

Wie schon gesagt, Meiden die Fehler, welche den Angaben, die 
aus der Beobachtung entlehnt sind, anhaften, im Allgemeinen nur 
klein seyn im Verhältniss zu den gemessenen Grössen. Daraus 
folgt, dass man die Produkte solcher kleinen Grössen, so wie die 
Indern Potenzen derselben gegen die einfachen Fehler, d. h. die 
ersten Potenzen derselben, wird vernachlässigen können. 

In Bezug auf Winkel wird man also, gemäss §. 15, den Sinus 
eines Fehlers gleich dem zum Halbmesser 1 gehörigen, diesem Feh- 
lerentsprechenden Bogen, den Cosinus des Fehlers = 1 setzen müssen. 

Sind nun die Angaben, aus denen die unbekannten Stücke zu 
berechnen waren , nicht fehlerfrei , so werden die durch Rechnung 
erhaltenen Grössen es noch weniger seyn , und man wird sich die 
Aufgabe zu stellen haben: Wie kann man aus den als bekannt an- 
gesehenen Gränzen der Fehler der Daten auf die Gränzen der Feh- 
ler der Resultate schliessen? Fassen wir diese Aufgabe etwas an- 
ders, so wird sie auch so heissen : Wenn man weiss, innerhalb wel- 
cher Ausdehnung die Fehler in den aus der Erfahrung entlehnten 
Angaben sich bewegen können, wie ist man im Stande, die Ausdeh- 
nung zu bestimmen, innerhalb der die Fehler der aus jenen Angaben 
gezogenen Resultate sich be>vegen? 

Soll diese Aufgabe gelöst werden, so wird man vor Allem nach 
der gegenseitigen Abhängigkeit der Fehler der Resultate und der 
Fehler der Daten zu forschen haben. Diese ist begreiflich aus dem 
Wege zu schliessen, den man bei, Auffindung jener Resultate einge- 
schlagen , d. h. sie ist aus den Formeln zu entnehmen , die man an- 
gewandt hat, um zu den Resultaten zu gelangen. 
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Wenden wir das im Allgemeinen Angedeutete nunmehr auf das 
Dreieck an, so werden in demselben, wenn a,'b, c die Seiten, A, B, 
C die Winkel bezeichnen, im Allgemeinen drei Stücke, worunter 
mindestens eine Seite, als bekannt , die andern drei als unbekannt 
anzusehen seyn. Bezeichnen wir nun im Allgemeinen mit Ja., Jb, 
Je, JA, JB, JC die den Seiten und Winkeln anhaftenden Fehler, 
so werden diese sechs Grössen durch drei Beziehungen mit einander 
verbunden seyn, die uns gestatten, aus dreien derselben die drei an- 
dern zu bestimmen. Diese drei Beziehungen werden wir am Be- 
quemsten aus denjenigen Formeln entlehnen, welche zwischen den 
Seiten und Winkeln eines ebenen Dreiecks bestehen. Diese Formelu, 
drei an der Zahl, können die Formeln (29) und (31) des §. 22, 
nebst der Formel A + B-|-C = 180 w seyn, oder auch kann man 
statt der Formel (31) die Formel bcosA-f-acosB = c substituiren, 
die man aus (31) in folgender Weise erhält :> 

. / b 2 + c 2 — a 2 a 2 + c 2 — b 2 

bcosA = — , acosB — — , 

2c 2c 

woraus , . , _ 2 c 2 

b cos A + a cos B = — — = c. 

2c 

Wir haben also: 

c = a cos B + b cos A, a sin B = b sin A, A -f- B + C = 1 80 °, (pa) 
aus welchen drei Formeln die sämmtlichen Formeln des §. 22 folgen. * 



* Man hat zunächst 

a sin B 
b = — — — , 
sin A 

also 

_ . asinBcosA f cos B sin A 4- sin B cos A~\ 

c = acosB-^ — = a'l — I 

sin A V- sin A J 

a sin (180° — C) a sin C 

sinA sinA ' 

also die zweite Formel (29). Eben so 

b sin A 

a = 



a sin (A -f- B) 
sinA 



c = 



sin B 

b sin A cos B . , C sin A cos B -f - cos A sin B~\ b sin C 
+ Lcos A = b-^ — ) 



sinB V sin^S J sinB 

welches die dritte Formel in (29) ist. 

Uebrigens könnte man statt der drei Gleichungen (a) als allgemeine Grund- 
gleichungen auch die folgenden drei aufstellen : 

c — a cos B -\- b cos A, b — a cos C -\- c cos A, a = c cos B -\~ b cos C. (&') 
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Die hier aufgeführten Grössen sind natürlich nur mit ihren ab- 
solut wahren Werthen zu nehmen. 

Bezeichnen nun aber a, b, c, A, B, C die gemessenen, 
oder durchRechnung gefundenen Werthe, so werden a-f-2/a, 
b+Jb, c + Jc, A + z/A, B + JB, C + JC die wahren Werthe 
seyn, und man wird haben : 

aas denen sich die (a) ableiten lassen. Bestimmt man nämlich aus den zwei letz- 
ten (a') die Werthe von a und b, und «setzt sie in die erste, so erhält man : 

sin* C = cos* A -j- cos* B -|- 2 cos A cos B cos C, 
d. h. I = cos* A -\- cos* B + cos» C 2 cos A<;os B cos C. 

Nun ist(§. 14): 

2 cos i (A 4- B -f- C) cos { (— A -f- B + C) = cos (B + C) + cos A, 
2 cos i (A ~ B -j- C) cos \ (A + B — C) ±=. cos (B — C) -\- cos A, 
woraus durch Multiplikation : 

4cosi(A-hB-fC)cosi(— AH-B + C)cosi(A — B-hC) cos 7 (A -p- B — C) 
= cos (B -j- C) cos (B — C) -f cos A [cos (B + C) -J- cos (B — C)] -f-cos l A = cos'B 

— sin* C -f- 2 cos A cos B cos C 4" cos* A — 

— 1 4" cos* A -p- cos* B 4~ cos* C 4~ 2 cos A cos B cos C, 
d. h. also 

cos*A4-cos*B4-cos*C4-2cosAcosBcosC = 1 4- 4cos£ (A4-B4- C> 
cos|(-A4-B4-C)cos^A — B4-C)cos^(A4-B — C); 
setzt man dies in die oben gefundene Gleichung, so hat man: 
cosi(A4-B4-C)cosi(— A4-B + C)cos*(A-B4-C) cos$(A4-B- C) = 0. 

Einer der vier hier vorkommenden cos muss also = 0 seyn, d. h. der entspre- 
chende Winkel^ = 90° (da nämlich A, B, C positiv und jeder < 180°, so kann£ 
(A 4~ B 4~ C) nur zwischen 0 und 270°, mit Ausschluss der Gränzwerthe, und jede 
der andern Grössen nur zwischen — 90° und 180°, ebenfalls mit Ausschluss dieser 
Gränzwerthe liegen). Man hat also 

A 4- B 4- C = 180«, oder — A 4" B 4~ C = 180°, oder A — B-f-C — 180°, 
oderA4-B— C = 180°. 
Die letzten drei Gleichungen sind aber unzulässig, da wenn eine' wahr wäre, 
die andern zwei es auch seyn müssten, indem jede nur sagen würde, dass zwei Win- 
kel minus dem dritten 180° betragen würden. Dann aber hätte man A = B — C = 180", 
was unzulässig ist. Mithin hat man bloss A 4* B 4" C = 180°, d. h. die dritte 
Gleichung (a). 

Ferner folgt aus (a') : 

b — acosC 

c = — , 

cos A 

und wenn man diesen Werth in die erste (a') einsetzt : 

b — a cos C = a cos A cos B 4- b cos* A, d. h. b sin* A = a cos A cos B 4" a cos G, 
oder 

bsin* A = acos A cosB — acos (A4~B) = asin A sinB, bsin A = asin B, 
oder die zweite Gleichung (a). 
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c -f Je = (a -H Ja) cos (B-f JB) + (b + Jb) cos (A + JA), 
(a + Ja.) sin (B + JB) = (b + Jb) sin (A + JA), 
Arf B + C + JA + JB + JC = lBO°. 
Nun ist, nach dem Obigen: 

cos (B -f- JB) = cos B — sin B . arc JB, 
cos (A + 4A) — cos A — sin A . arc JA, 
sin (B + JB) = sin B + cos B . arc JB, 
sin (A + JA) = sin A -j- cos A arc JA, 
daher, wenn man Ja . arc JB u. s. w. sofort vernachlässigt; 

c + Je = a cos B + Ja . cos B — a . sin B . arc JB -f- b cos A 
-f- Jb cos A — b sin A arc JA, 

a sinB-f-^a sin B +a cos B arc JB = b sin A-\-Jb sinA 
+ bcosA.arc//A, 

A + B + C + ^/A+^B + ^C = 180 0 . 
Nun wurden aber die Rechnungen mit den Formeln (a) oder den 
daraus gebildeten geführt; die Werthe a, b, c, A, B, C genügen also 
jenen Formeln (d. h. man hat die gesuchten Grössen so bestimmt, 
dass sie nebst den gegebenen Grossen den Gleichungen (a) genü- 
gen) ; daraus folgt offenbar, dass man aus den sa eben angegebenen 
drei Formeln, wenn man die Formeln (a) durch Subtraction mit 
ihnen verbindet, zur Bestimmung der gegenseitigen Abhängigkeit 
der Grössen Ja, Jb, Je, JA, JB, JC haben werde: 

^/c = ^/a.cosB — a sin B arc JB -]-Jb cos A — b sin A arc JA, j 
Ja sin B + a cos B arc JB = Jb sin A -f- b cos A arc JA, > (40) 

JA + JB + JC = 0. ) 
Diese drei Gleichungen, von denen die letzte auch arc JA 
+ arcz/B + arc^C = Oheissen könnte, regeln die Beziehungen der 
sechs Grössen Ja, , JC gegen einander vollständig und jede an- 
dere Beziehung, die etwa noch bestehen könnte, muss hieraus abge- 
leitet werden können, bietet also nichts Neues dar. 

§• 46. 

Es dürfte zunächst nicht ohne Interesse seyn, die letzte Behaup- 
tung des §. 45 in einigen Fällen näher zu betrachten, da, wenn man 
auch theoretisch von der Richtigkeit derselben überzeugt ist , eine 
praktische Bestätigung derselben nicht von der Hand gewiesen wer- 
den soll. Zunächst ist klar, dass man eben so die folgenden Glei- 
chungen erhalten könnte: 
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Jb — Ja cos C — a sin C arc JC -\- Je cos A — c sin A arc JA, 
Ja. = Je cos B — c sin B arc JB -f- Jb cos C — b sin C arc JC, 
Je sin B + c cos B arc JB = Jb sin C + b cos C arc JC, 
Ja sin C -f-acos C arcJC = Jesm A-f~ c cos Aare JA. 
Diese Gleichungen lassen sich aber aus (40) sehr leicht ableiten. 
Man zieht nämlich aus den zwei ersten : 

Jb cos A=Jc — Ja cos B -\- asinB are JB + b sin A arc JA, 
Jb sin A = Ja sin B -}- a cos B arc JB — b cos A arc JA. 
Multiplizirt man hier die erste mit cos A, die zweite mit sinA 
und addirt, so erhält man : 

Jb = JecosA — Jacos (A-fB) + asin(A+B)arc^B. 
Aber es ist sin (A + B) = sin C, cos (A + B) = — cos C, JB 
= — JA — JC, also : 

Jb = Je . cos A + Ja cos C — a sin C arc JA — a sin C arc JC, 
und da asin C = esin A, so erhält man hieraus die erste der obigen 
Gleichungen. Ganz ähnlich findet man die übrigen. 

Man könnte ferner vermuthen, wenn man die Gleichungen (31) 
des §. 22 zu Grunde gelegt hätte, wären vielleicht andere Resultate 
erschienen. Man hätte dann: 

(b + Jb) 2 = (a + Ja) 2 + (c + Je) 2 - 2 (a + Ja)(e +Je)(eos B 

— sin B arc JB), 

d. h. 

b 2 + 2b^/b = a I +2aia+c l + 2c^c-2 [ac-f c^a + a^cj 

[cos B — sin B arc JB], 
b 2 + 2b^/b = a 2 + 2ju/a + c 2 +2c^e — 2accosB — 2c^acosB 

— 2 aJc cos B + 2 ac sin B arc JB, 
mithin wegen (31): 

» 

bJb = aJa -f- eJe — c^a cos B — a Je cos B + a c sin B arc JB. 
Aber aus : 

Je = Ja cos B — a sin B arc JB + Jb cos A — b sin A arc JA, 
Jb — Ja cos C — a siifC arc JC + Je cos A — c sin A arc JA, 
Ja = Je cos B — c sin B arc JB -f- Jb cos C — b sin C arc JC, 
folgt • ' ■ 

aJa -\-eJe = aJc cos B+c^/a cos B — a c sin B arc JB — a c sin B arc JB 
' + aJb cos C + eJb cos A — a b sin C arc JC — bc sin A arc JA, 
\\Ja + eJe — eJa cos B — aJe cos B + a c sin B arc JB = 

— acsinBarc^B -f- a^/bcosC + c^b cos A — absin C axeJC, 

— b c 6in A arc JA, 
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bJb = \>Ja cos C — ab sin C arc JC -f- bJc cos A — b c sin A arc JA . 

Nun ist aber nach (40): 

Jb = Ja cos C -|- Je cos A — a sin C arc ^/C — c sin A arc JA 
— Ja cos C-\-Jc cos A — a sin C arc JC — a sin C arc JA 
= */a cos C + //c cos A — a sin C [arc JC + arc JA^ 
= Ja, cos C -f- -^c cos A -j- a sin C arc JB, 

also 

. ^b — asinCarc//B = //acösC + ^ccosA, 
b^/b — ab sin C arc JB = bJa cos C + bJc cos A, 

oder da 

b = a cos C -f- c cos A : 
(u cos C + c cos A) Jb — ab sin C arc JB = bJa cos C + b^c cos A, 
d. h. 

aJb cos C + cJb cos A — a b sin C arc JB = bJa. cos C -f- b^c cos A. 
Hieraus folgt, da b sin C = csinB: 

— acsinBarc//B + a^/bcosC + C//b cosA — ab sin C arcJC 

— bcsinAarc^/A = b^acosC — a b sin C arc //C + b^/c cos A 

— bcsinAarc^A, 

d. h. - 

bJb = aJa -f- cJc — cJa cos B — aJc cos B -J- a c sin B arc JB, 
was man zu beweisen hatte. 

Wir werden also nur die Formeln (40), in Verbindung mit den 
Gleichungen (a) des §. 45 oder den Gleichungen des §. 22 u. s. w. 
anwenden. Zunächst wollen wir nun die einzelnen Fälle näher 
untersuchen. 

• 

Anmerkung. Wir haben in §. 45 gesagt, dass wir die Produkte und höhern 
Potenzen von Ja, . . . vernachlässigen dürfen. In Bezug auf die Grössen arc AA, 
arc AB, arc AC ist diess wohl geradezu klar; anders möchte es jedoch in Bezug auf 
/Ja, Ab, Ac erscheinen , da diese letztern Grössen in der Regel ^> 1, also ihre 
Quadrate noch grösser als sie selbst sind. Trotz dem ist unsere Angabe richtig. 
Wie sich ohnehin im Folgenden herausstellen wird, erscheinen immer nur die Quo- 
tienten — , 4"» die kleine Brüche sind, und deren Produkte und Quadrate 
a b c 

mithin sicherlich vernachlässigt werden können. Wir wollen diess an dem so eben 
benützten Beispiele zeigen. Wir gingen dabei von der Grundgleichung 

b* = a«-r-c l — 2accosB 
aus. Setzt man b -}- Jb für b, u. s. w. so hat man wie so eben 

(b + Ab) 1 = (a + Ja) 1 + (c + Je)' - 2 (a + zfa) (c + Ac) cos (B + JB) 
d. h. 
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[cos B — sin B arc ^B]. 
Ist nun etwa b die grösste der drei Seiten a, b, c, so dividirc man beiderseitig 
mit b' und erhält: 

[cos B — sin B arc z/B], 
und da nun ^,^kl einer aJsl sind, so ist woin klar, daAS man (^^^ 'C^iO 'OcO * 
4a At 

— . — wird weglassen dürfen, da diese Werthe ganz unbedeutend sind, 
a c 

§• 47. ' 

1 ) In einem Dreieck sind gegeben c, A, B ; berechnet a, b, C (§ . 24) . 
Für diesen Fall hat man aus (40) die drei Grössen Ja,,Jb } JC 
durch Je, JA, JB zu suchen. 

Nun zieht man aber aus diesen Gleichungen : 

JC = — JB — JA; 

dann 

Ja. cos B -\-Jb cos A = Je -f- a sin B arc JB + b sin A arc JA, 
^/asinB— Jb&in A= — a cos B arc-^/B + b cos Aare JA, 
woraus folgt: 

sinA ■ cos(A + B) barc^A 

Jz = Jc. . f .— — aarc^/B . . ) \ ' ■+ 



sin (A + B) ' sin (A + B) ' sin (A + B)' 

sin B , arc //13 cos (A -f- B) 

sin (A + B) sin ( A + B) sin ( A -\- B) 

d.h. da A + B=180 o — C, 

. sinA . cosC . n , barc^/A 

//a = ^c.-r-^ + a-T-Farc//B-^ 7-77-, 

sinC smC ■ sinC 

sin B . a arc ^/B . arc JA cos C 

Jb — Jc.-r—x-\ r-7; — h D : — 7; • 

smC smC sin C 

Da aber sin A a sin B b 

sinC c'sinC " " c' 

so ist: a,Jc , acosCarc^/B , barc^A 

"c 1 iüTÖ 1 sln^T' 

b//c . aarc//B . bcosC Jk } (b) 

//b = — n - H — t-tt arc^A, ' 

c sinC sinC 

JC = — JA — JB. 
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Man kann diesen Formeln , wie leicht ersichtlich, auch folgende 
bequemere Form geben: 

— = — -f- cotg C arc JB -\ ^ arc JA , ) 

a c asinC / 

T = T + are Jli + cot * c MC (b ' } 

beb sin L> \ 
, JQ — —JA — JB I 

Ja, Jb 

Will man die möglich grössten Werthe von JC, — , —hieraus 

a Je 

erhalten , wenn die möglich grössten Werthe von JA , JB , — 

i c 

gegeben sind, so wird man alle einzelnen Glieder der zweiten 
Seiten bloss positiv zu nehmen haben, da man ja im Allgemeinen 
JA, JB, Je sowohl positiv als negativ nehmen kann, also das Vor- 
zeichen dieser Grössen immer so wählen darf, dass jedes Glied po- 
sitiv ausfällt. Offenbar erhält man dadurch die grössten Werthe von 
Ja, Jb 

— , — , JC, die übrigens, wie bereits mehrfach gesagt, sowohl po- 
a o 

sitiv als negativ seyn können. 

Aus den Formeln (b') lässt sich jedoch noch einiges Weitere 
schliessen. Gesetzt A und B seyen so beschaffen, dass ihre Summe 
nahe an 180° oder nahe an 0 sey, so ist C nahe an 0 oder 180°, 

also sin C sehr klein; daraus folgt klar, dass — , ~ sehr bedeu- 

a b 

tend ausfallen werden, wenn auch JB, JA klein sind; eine solche 
Annahme ist also möglichst zu vermeiden. 

Ist A + B = 90°, so erreicht sin C seinen grössten Werth, und 

cotg C ist = 0; also wird, bei unverändertem — , sowohl — als ^ 

c ab 

in diesem Falle möglichst klein ausfallen , so dass also dieser Fall 

zu den günstigen gehört. 

Für dieses Fall (C = 90°) ist: 

Ja. Je b >4 Jb Je , a _ 

— = — arc JA, — — \~ — arc JB. 

a c a b c b 

In der Regel werden die Werthe von JA, JB (ohne Rücksicht 

auf ihr Vorzeichen) beiläufig einander gleich seyn; ist nun b > a, 

so ist - > 1, -< 1 und — fällt grösser aus als — ; das Umgekehrte 
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hat Statt, wenn b < a. Am besten wird es mithin seyn, wenn a = b 

(also auch A = B), in welchem Falle dann—, — (nahe) einander 

a b 

gleich seyn werden. 

Das günstigste Dreieck für diesen Fall ist mithin das, in welchem 

A = B = 45°. 

2) In einem Dreieke sind gegeben c, A, C; daraus berechnet 
a,b,B(§.24). 

Aus den Formeln (40) ergibt sich, wie oben : 

JB = — JA — JC, 

Ja Je b — a cos C Jk 

— = cotg C arc JC -\ 7—^ — arc JA, 

a c asinC 

Jb Je . bcosC — a a ^ 

— = , . r , — arc JA — {—r—p^ arc JC, 

b c bsmC bsinC 

d. h. da b — a cos C = c cos A, b cos C — a = — c cos B, a sin C 

« ■ 

= c sin A, b sin C = c sin B : 

JB = — JA — JC, 

— = — — cotg C arc JC -j- cotg A arc JA, , ( , A 

a C / yli ß 

^ = — — cotg B arc JA — , I* ^ arc JC, \ 
b c bsmC , / 

woraus ganz dieselben Folgerungen gezogen werden, wie in Nr. I. 

3) In einem Dreiecke sind a, b, C gegeben, und daraus c, A, B 
berechnet (§. 25). 

Aus (40) hat man : 
Je -)- a sin B arc JB + b sin A arc JA — Ja cos B + Jb cos A 
a cos B arc JB — b cos A arc JA = — Ja, sin B + Jb sin A, 
arc JA -\- arc JB = — arc^C, 
woraus, indem man JB und JA aus den zwei letzten Gleichungen 
bestimmt : 

(a cos B + b cos A) arc JB = Jb sin A — Ja sin B — b cos A arc JC, 
(a cos B + b cos A) arc JA = — Jb sin A + Ja sin B — a cos B arc JC, 
d. h. wegen der Gleichungen (a) : 

c arc JB = Jb sin A — Ja sin B — b cos A arc JC, 
c arc JA = — Jb sin A + 4a sin B — a cos B arc JC ; 

dann ist 

Je = Ja cos B + Jb cos A — a sin B arc JB — b sin A arc JA, 

d. h. 
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c^c = c//a cosB-|-cz/b cosA — a sin AsinB ,</b--f-a sin* B^a-f- ab 

sin B cos A arc JC + b sin*A</b — - b sin A sinJL/a-f- ab sinA 

cos B arc JC = (c cos B — b sin A sin B -f a sin * B) Ja. + (c cos A 

— asinAsinB4-bsin l A)^/b-(-absin (A + B) arc^C, 

oder da b sin A = a sin B, A + B = 180 e — C : 

cJc = c cos B^a + c cos AJb + a b sin C arc JC. 

Also hat man jetzt: 

' Jb&wA x/asijiB b 

arc JB = , cos A arc JC, 

c c c 

> 

^/bsinA . //asinB a _ ' 
axcJA — cosBarcz/C, 

c c c 

Je = Ja, cos B 4- Jb cos A -~ sin C arc JC, 

welche Gleichungen auch ip folgender Form geschrieben werden 

können (da asin C = c sin A) : 

* ' Jb bsinA Ja, asinB b . Mn 

arc JB = — . . — cos Aare //C, 

b c a c c 

//bbsinA . Ja. asinB a _ 

arc JA — cos B arc JC, 

b c a c c 

Je Ja. acosB . Jb bcosA . bsinA v „ 

— j= — . f- — . — avcJC, 

c a c b c ' c 

oder endlich, da a sin B = b sin A : 

c V b a J • c 

» bsinA/ Ja, Jhi\ acosB .~ \ \ . 

arc JA — 1 — I arc JC, } (c) 

c V a b J c - i 

Je ^/aacosB . ^/bbcosA . bsinA .~ 

— = f T \ arc JC 

c a c b c c 

Jb Ja, k 

Dürfte man geradezu — = — setzen, d. h. dürfte man anneh- 

0 a 

men, die Seiten a, b seyen beide um dieselben proportionalen Theile 
zu gross oder zu klein *, so hätte man, da auch a cos B + b cos B = c : 



• In der Regel werden die absoluten Werthe von — , — freilich als gleich an- 

ab 

gesehen werden dürfen; allein man wird nicht geradezu wissen, ob beide positiv, 
oder beide negativ sind. 

Dienger, ebene Trigonometrie. 12 
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hcosA n acosB 
arc = — arc O, arc A = arc ^rC, 

,i s * + t5* wi a (c) 

c a c ' 
Aus den Formeln (c) folgt, dass je grösser c gegen a oder b ist, 

Je 

desto kleiner JA, JB, — ausfallen, so dass man also den Winkel 

c . 

C so gross als möglich, d.h. so nahe an 180° als möglich wählen 
soll. Ist daneben b = a, so werden, wie leicht ersichtlich, die Feh- 
ler JA, JB einander gleich, was man als vorteilhaft anzusehen be- 
rechtigt ist. Im letztern Falle ist auch A = B, b cos A '= a cosB 

= Ac, also da b sin A = a sin A und man — — ±_ — , also ~ — — 
1 b a b a 

= 0 oder — 2 — setzen kann : 
a 

i — Jarc^/C, (— {arc^C, 

arc^/B={ a, Ja. are^A=*{ , a . Ja. 

J— 2-sinA — — Jarc^C, J+ 2- sin A— —|arc^C 

Je j a c 

c lasinA jn • 
1 arc JG 



c 

4) In einem Dreiecke sind gegeben a, b, c; daraus berechnet 

A,B,C(§.26). 

Die Formeln (40) geben zunächst: 

z/c.cosB . ^bcos(A + B) . Ja. 
arc JA — — . . /A , — u . /A | -r> \ +. 



bsin(A-fB) 1 bsin(A + B) 1 bsin(A-f-ßy 

^/ccosA , Jh , ^/acos(A-f-B) 

arc - - a gin ( A -j- B) + a sin (A + B) ~ h asin(A + B) ' 
d.h. JA— ^ a -'hcosC //ccosB 

— bsinC bsinC bsinC * 
^ ^acosC , //b ^/ccosA 

~~ a sin C a sin C aßin C ' 

woraus dann 

(b cos C — a"\ 
absmC -A 

_ /"acosC — b^V /'acosB-j-bcos A^ 
+ l »MnC ) + ^ C l Ü^C J 



fr 
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i 

folgt. Es ist leicht ersichtlich, dass man diesen Gleichnngen auch 
folgende Form geben kann : 

1 Ta^a n^l * 

arc^A=-7-7i| t cosC-r- I — cotgB— , 

sinCLb a b J c 

arc JE = -r—r: I — — cosC — I — cotgA — , > (d) 

sinC La b a J e f 

Jr% 1 Tc Je . Jb~\ Ja. 

arc JC = - — -I cosA — I — cotg B — , 

sinALb c b J a 

Würde man wieder— == ~ -■= — setzen können, so hätte man, 

a b c 

da auch 

_ a — bcosC ccosB _ 
a — b cos C = c cos B, — , . >. — = , — : — r= = cotg B u. s. w. 

bsinC bsinC 

^A = 0, JB = 0, JC = 0, 

d. h. die Winkel würden fehlerlos erhalten, wie natürlich , da unter 

diesen Voraussetzungen das falsche und wahre" Dreieck ähnlich 

wären. 

Sehen wir hievon ab, so zeigen die Gleichungen (d), dass (im- 
merhin unter der Voraussetzung, dass wenigstens nahezu die abso- 

J$ Jb Je 

luten Werthe von — , — gleich seyen) die Fehler JA, JB, JC 

ft D C 

möglichst einander gleich ausfallen werden , wenn die drei Winkel 
A, B, C einander gleich sind, also das Dreieck ein gleichseitiges ist. 
Letzteres ist also für diesen Fall am vortheilhaftesten. 

5) In einem Dreiecke sind a, b, A gegeben und daraus c, B, C be- 
rechnet (§. 27). 

Die Formeln (40) geben: 

>o t. i -^bsinA bcosA 

arc JB = tgB H — - H arc JA, 

a a cosB a cosB 

k Ja . //bcos(A-f-B) bsin(A+B) 

Je = — - -\ ^ l — J - -— — - arc JA, 

cosB cosB cosB . • • 

jr , J&^ _ Jb sin A acosB-f-bcosA 

arc JC = — tg B - - 1 — ureJA, 

a a cosB acosB 

welche Formeln leicht auf folgende Form gebracht werden 

können : ■ 

, . • - • * 

12* 
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4 

ütcJü — - — tgB + ^-tgB + tgBcotgAarc^A, 
a b 

arc^C-f tgB-f tgB-^arc^A, ) (e) 

Je Ja, a Jb bcosC 

— = — . - — . — tgBarc^/A. 

c a ccosB b ccosB 

Aus diesen Formeln folgt, dass jemehr B gegen 0 oder 180* 

geht, der überall vorkommende Nenner cos B zunimmt, also die 

Je 

Grössen JB, JC, — abnehmen; jedenfalls ist diess der Fall mit Jll, 

c 

JC, die also klein werden, wenn B nahe an 0 oder 180° ist, vorausge- 
he 

setzt, dass nicht A nahe an 0 ist. Was — anbelangt, so wird, wenn 

c 

B nahe an 0 ist , diese Grösse ebenfalls klein seyn ; wenn B aber 

b cos C 

nahe an 180°, so ist b sehr gross im Verhältniss zu c und 

c cos B 

Je 

kann sehr gross seyn, so dass also jetzt — nicht gerade klein aus- 

c 

fallt. Man wird also in diesem Falle die vortheilhafteste Gestalt 

des Dreiecks erhalten, wenn B nahe an 0 ausfallt, also b sehr klein 

ist im Verhältniss zu den zwei andern Seiten. Wegen des Bruchs 

a Je a c c 
in — sollte - klein; wegen - in JC aber - klein, also 

ccosB c c acosB a 

— gross seyn; man wird also, wenn beides beachtet werden soll, mög- 

c . 

liehst a = c wählen, d. h. bei kleinem — , A nahe an 90° nehmen. 

a 

Ist eine oder die andere der gegebenen Grössen als durchaus 
richtig anzusehen, so toird man in (40) den ihr zukommenden Feh- 
ler = 0 zu setzen haben. Diess tritt etwa ein, wenn man zum Vor- 
aus weiss, dass das betreffende Dreieck rechtwinklich sey, wo dann 
der Fehler des rechten Winkels Null ist; es wird aber auch dann 
anzunehmen seyn , wenn eine als Seite eines grösseren Dreiecks- 
netzes (§. 43) bereits scharf berechnete Seite zugleich eine der Sei- 
ten des hier betrachteten Dreiecks ist» Dessgleichen verhält es 
sich mit Winkeln, die einer grössern Vermessung entnommen werden. 

Die bereits zu Nr. 1 gemachte Bemerkung wegen der aus den 
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aufgestellten Formeln folgenden äussersten Werthe der Fehler der 
gesuchten Grössen gilt natürlich für alle Formeln. Die nämlichen 
Formeln können übrigens auch zu einem andern Zwecke benützt 
werden. Wünscht man nämlich die (kleine) Aenderung zu kennen, 
welche die berechneten Grössen erleiden , wenn die Daten um We- 
niges geändert werden, so geben die Formeln (b) bis (e) diese Aen- 
derungen geradezu, wobei begreiflich die vorkommenden Grössen 
mit den ihnen in den Formeln beigelegten Zeichen zu nehmen sind. 

Ehe wir zu Beispielen übergehen, wollen wir aus dem Vorstehen- 
den einen Schluss auf die vortlieilhafteste Gestalt der Dreiecke in 
geodätischen Netzen (§. 43) machen, d. h. auf diejenige Gestalt, bei 
der die Beobachtungsfehler den möglich geringsten Einfluss auf die 
zu berechnenden Seiten und Winkel haben. Da man dabei nach 
Nr. 1 zu verfahren hat, so würde das gleichschenklich rechtwinkliche 
Dreieck, dessen Hypotheuuse die gemessene Seite wäre, diesen Be- 
dingungen entsprechen. Geht man aber von der Basis des Netzes 
zu den Dreiecken ersten Rangs über, sö werden noth wendig die 
neuen Seiten grösser als die "gemessene; da dies nun nicht vortheil- 
haft ist, so wird man mithin die neu hinzutretenden Seiten nicht 
allzu viel grösser wählen als die Basis, oder die bereits bekannte 
Seite, zugleich die Dreieck e^leicbschenklich , hier also fast gleich- 
seitig machen. Daher rührt die geodätische Vorschrift von der 
Basis aus durch allmählig grösser werdende Dreiecke , die zugleich 
immer nahe gleichseitig sind (oder wenigstens gleichschenklich), 
fortzuschreiten. - 

Geht man aber von den Dreiecken ersten Rangs zu denen eines 
niederem Rangs über, so wird man sich an die Vorschrift der Nr. 1 
halten, d. h. die Dreiecke möglichst rechtwinklich gleichschenklich 
machen können. 

Wir haben im Vorstehenden aus den allgemeinen Formeln ge- 
wisse Folgerungen in Bezug auf die vortheühafteste Gestalt der Drei- 
ecke in den verschiedenen Fällen gezogen. Es versteht sich von 
selbst, dass diese Folgerungen auch nur im Allgemeinen gelten und 
im speziellen Falle oftmals etwas verschiedene Ergebnisse erhalten, 
werden können. Es hängt diess begreiflicher Weise von den Ver- 
hältnissen der bei Längen- und Winkelmessungen begangenen Feh- 
ler ab, und jeder Beobachter wird im Stande seyn, zu entscheiden, 
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fiber welche Gränze hinaus diese Fehler bei seinen Beobachtungen 
sicherlich nicht gehen können. — Wir wollen uns auf diese speziel- 
lem Untersuchungen, die nach Anleitung des Vorstehenden äusserst 
leicht zu fuhren wären , nicht weiter einlassen , sondern nur noch 
einige Zahlenbeispiele zufügen, um die Anwendung der obigen For- 
meln daran zu erläutern. 

1) Sey c = 379*5, A = 64° 9' 16", B = 75° 18' 28", also C 

= 40° 32' 16", b = 564*8, a = 525-486 (§. 24), sey ferner^ nicht 
über jq-^qq» nicht über 1", d. h. die Längenmessung teh- 

le höchstens um der Länge, die Winkel höchstens um 1". 

■» 1U,UUU 

Für diesen Fall sind nun die Formeln (V) anzuwenden und zu setzen 

— = 0 0001, JA = JB=1". 
c 

log cotg C = 10*06793 log b = 2*75189 

log arc 1 " = 4-68557—10 * log arc l " = 4-68557—1 0 

4*75350—10, E log a = 7-27943 

KlogsinC = 0*18712 

cotg C arc ^/B = 0*00000567, 4*90401—10. 

cotg C arc JA = 0'00000567, t A . A AAAAAQAO 

— — , arc JA = 0-00000802, 
asm t> 

log a = 2*72056 

logarcl" = 4*68557—10 

E log b = 7*24810 . 

ElogsinC = 018712 

4-84135—10 

► i 

a 



arc JB = 0-00000694- 



b sine 

Also äusserster Werth von 

— :00001 +000000567 + 000000802 = 0*0001 1369, 
a 

Jh ' i 

Y : O'OOOl +0*00000694 + 0-00000567 = 00001 1261, 

JC :1"+1" = 2", 



* log arc l" = log sin 1": überhaupt log arc u" = log sin n", wennn < 1740 
<*. 1«). 
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■ 

1 

so dass a, b um etwas mehr als 10000 > c um 2 " g efehlt se y n 

können. . „ 

l 

Würde man c um ln „„ A> A und B um 1" ändern (und zwar 

grösser machen), so würden sich a, b, umO'00011369, 0 0001 1261 
ihrer Länge, C um — 2" ändern. 

2) a = 5648, b = 3795, C = 64° 9' 16", also c = 5254-86, 
A = 75° 18' 28-1", B = 40° 32' 15*9" (§. 25); ferner höchste 

Werthe von — und ^ = 0*001 , von JC = 5". Die Rechnung 
a b 

Ja. Jb 

wird hier nach den Formeln (c) geführt werden, in denen — = y 

— 0 001, JC — 5" ist. 

iogb = 3*57921 logb = 3o792I 

log sinA = 9*98556 log cös Ä = 9*40420 

Eloge = 6*27944 E log c = 6*27944 

log ^ — 0-00000—3 log arc 5" = 5-38454—10 



0 84421—4 0-64739—6 

bsinA^ = 0-000699 ^^arc^C = 000000444 
c b c 

= 0.000699 

c a 

log a = 3-75189 
log cos B = 9-88080 
Eloge = 6-27944 
log arc 5" = 5*38454— 1 0 
0-29667—5 

^5 arc^C = 00000198 
c 

log a = 3*75189 logb = 35792 1 

log cos B = 9-88080 log cos A = 9*40420 

Eloge = 6*27944 Eloge = 6*27944 

log— = 0*00000— 3 log^ = 0-00000—3 



0-91213—4 0*26285—4 
a_cosB^a = 0 . 0()08l7 i^^o-000183 
c a c b 
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logb^- 3*57921 
log sin A" 9*98556 
Eloge = 6-27944 
Iogarc5" = 5'38454— 10 



0-22875—5 

bsin A 

are JC - 0*00001 69 

c 

Höchste Werthe von 
arc JB = 0*000699 -f 0'00Ö699 + 0*000004 = 0 001402, 
^/B — 4'49", 

arc JA = 0-000699 + 0*000699 + 0*000020 = 0 001418, 
JA = 4'49", 

Je 

~ = 0-000817 j-0-000183 f- 0*000017 =0 001017, 

so dass die gesuchten Winkel um 4-49", die gesuchte Länge um 
1 

etwa yööq falsch seyn kann. Würde man freilich nach (c') rech- 
nen, so würde Ii nur um nicht 1", A nicht um 5" falsch seyn. Das 
von uns gewühlte Beispiel gehört zu den ungünstigen Fällen, da die 
Fehler in den Winkeln sehr bedeutend sind; sie rühren vorzugs- 
weise von den Fehlern in a und b her. 

3) a = 94593*1, b=80322*9, c=82425'8, also A=:7l e 3'34-7", 
B = 53°26'0'6", C = 55° 30' 24*5" (§. 26); zugleich sey a höch- 
stens um 8, b um 7, c um 7*5 gefehlt. Also hat man in (d): 
Ja. = 8, Jb = 7, Je -~ 7*5 zu setzen. 

log^a = 0*90309 \ogJb ^= 0-84510 

E log b = 5 0951 6 log cotg C = 9*83703 

E log sin C ^ 0 08397 E log b — 5 '095 1 6 



0-08222—4 0 77729—5 

4^ = 0-000121 c ^i^> = o-0000599 

log Je 0 87506 
. •> r logcotgB = 9-87027 / 
Eloge = 5-08393 

0-82926-5 



cotgB^c n 



0000675 

6 
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log^b = 0*84510 log^a = 0*90309 

Eloga = 5*02412 log cotg C = 9*83703 

E log siu 0 = 0-08397 Eloga = 5*02412 

0*95319—5 0-76424—5 

= 0*0000898 ^tgC^a = 0 . 0000581 

a sin c a 
log Jc^ 0-87506 

log cotg A = 9*53552 • v ■ 
Eloge = 5*08393 , 

0*49451—5 • 

cotgiWc = 0-0000313 
c 

log Je = 0*87506 log Jb = 0*845 1 0 

Elogb = 5*09516 log cotg A = 953552 

ElogsinA = 0*02417 Elogb = 509516 

0*99439—5 0*47578—5 

= 0*0000987 <^Jb = 0 . 0000299 

bsmA b > 

log Ja. — 0*90309 

log cotgB = 9*87027 

, Eloga = 502412 , 

' 0-79748—5 

52585^ =.0-0000627 
a 

Höchste Werthe von 
arc^A = 0*000121+0*000060+0*000067 ^0-000248, JA=5V\ 
zvcJB = 0.000090+0-000058+0-000031 =0'000179,^B = 37", 
arc^C = 0 000099+0*000030-t-0*000062=0-000191,^C=40 / '. 

4) a = 758396, b = 623094, C = 51°7', woraus A = 76°0'56", 

Jb 

B = 62°52'4", o = 608379. Sey ferner J* = 0, — = 0 00001, 

.</C=10", woJbeidieRechnnng wieder nach denFormeln(c)zu führen ist. 

logb = 5*79455 logb = 5*79455 

log sinA = 9*98694 log cos A = 9*38320 

Eloge = 4*21582 Eloge ^ 4*21582 

Jb nAAAft c log arc 10" = 5* 68557 
Iog- = 0*00000- a 0 07914-5 

bin Hb 0,99731 " 6 ^arc^C = 0*0000120 
0-0000099 c 



c b 
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log a = 5*87989 
log cos B = 9-78079 
Eloge = 4-21582 
log arc 10" = 5-68557 

0-56207—6 

^5arc^C = 00000365 

c 

log b = 5-79455 * log b = 5*79455 

log cos A = 9 38320 log sin A = 9'98694 

E log c = 42 1 582 E log c = 4'2 1 582 

i n.nnnnA * logarc 10" = 5^8557_ 

log - = 0-00000-0 068288-5 

hrnaA^h 0 ' 39357 ~ 6 ^arc^C = 00000482. 

c b 
Höchste Werthe von: 

nxeJB = 00000099 +0*0000120 = 000002 19, JB — 4-5", 

arc JA = 0 0000099 -f 0*0000365 = 0 0000464, JA — 9*6", 

— == 00000024 + 0*0000482 = 0*0000506, — = 1 



c ~~" ' ' c 20,000* 

so dass also B etwa um 4*5", A um 9*6", c um den 20,000 Thefl 
seiner Länge gefehlt seyn kann. 

• ■ ■ • 

§. 48. 

In ganz ähnlicher Weise , wie wir im Vorstehenden die Fehler- 
gränzen für Resultate erhalten haben/die vermittelst der Rechnung 
aus nicht ganz fehlerfreien Angaben erhalten wurden , wird man in 
zusammengesetztem Fällen zu verfahren haben. In denjenigen Fäl- 
len , in welchen mittelst Dreiecken das Resultat gefunden wurde, 
Wirdes ohnehin, gemäss §. 47, leicht seyn, die äusserste Fehler- 
gränze desselben zu erhalten. Doch kann man die Rechnung auch 
ganz direkt aufnehmen, ohne sich auf die Resultate des §. 47 zu be- 
rufen, was in den meisten Fällen leichter zum Endergebniss fährt, 
wie wir nun an einigen der im sechsten Abschnitt behandelten Auf- 
gaben zeigen wollen. 

1 ) Nr. 3 in §. 36. Seyen Ja,, Jb f Ja, Jß> Jy die Fehler in a, b, a, ß, y ; 
Js y Jy die in den gesuchten Winkeln, endlich JG\) der in CD, so 
hat man zunächst die Gleichungen: 
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x + y = y,asinasin(/? + y) = bsin/3sin(a + x), (a) 

Fig. 45. 

welche natürlich noch richtig sind , wenn man j[J 
x Jx, y -j~ Jy, a -f- Ja, .... für x, y, a, .. . setzt, 
so dass / 
x + Jx + y + Jy = r + Jy, (a +Jz) (sin « / 
+ cos «arc 

^«)[sin(/?+y)+cos(/?+y) Äl 

(arc Jß + arc ^y)] = (b -f 4b) (sin ß 

+ cos ß&rc Jß) [sin (a + x) -f- cos (& + x) 

(arc Ja -f- arc 4x)] . 
Multiplizirt man, vernachlässigt die Produkte der kleinen Grös- 
sen Ja, arc Joe, und beachtet obige Gleichungen (a), so erhält 
man hieraus: 

//x + Jy = ^y, ^a sin « sin (/? + y) + a cos a arc Ja sin (/? + y) 
+ a sin a cos (ß+y) (arc ^//S + arc Jy) = Jb sin ß sin («e + x) 
+ b cos ß arc Jß sin (« + x) -f- b sin ß cos (« + x) (arc 
-J-arc^/x), 

woraus ^/x und -«/y zu bestimmen sind. Da die erste dieser Glei- 
chungen auch heisst: 

arc Jx -f- arc Jy = arc ^/y, 

so geben dieselben : 

[a sin a cos (/?-j-y)-f-b sin/9cos(a-f-t)J arc^x=^asinasin(£-|-y) 
+ arc Ja [a cos a sin (ß-\- y) — b sin ß cos (a -f- x)] + arc Jß 
[a sin a cos (£ + y) — b cos ß sin (« + x)] -^Jbsinß sin (a -f- x) 
+ a sin « cos (£ + y) arc ^y» 

[asin a cos (/£•- |-y) -f- b sin ß cos(a + x)J arc Jy = — ^a sina 
sin (/2 -|-y) -f- ^/b sin ß sin (a -f- x) + arc Ja [b sin /? cos (a + x) 
— a cos a sin 0? + y)[ -f- arc ^//? [b cos ß sin (a + x) — 
a sin a cos (ß y)] + b sjn ß cos (a + x) arc Jy. 

Nun folgt aber aus (a); 
a sin a cos (ß + y ) + b sin ß cos (a + x ) = a sin a cos (ß + y) 

a sin et sin (/£ + y) cos (a -f- x) 



4- 

sin (a-f-x) 

_ • [ cos (ß + y) sin (a ■+ x) + sin ( ß + y ) cos (« + x) | 
asina sin(a + xj 

asinasin (a-f-£+ x "~T~y) _ asinersin (a-\-ß-\-y) 
sin(a + x) sin(a + x ) 
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a sin a cos (ß-rj) — b cos ß »in (af x)-a sin a cos (ß y) 

2Ls\nas\n(ß-\-j)co>ß _ a sin a [ co»( < g-^y)sin/? — sin(^-f-y )cosß ] 
sin ß sin ß 

= — a sin a sin y 

7^~ß ' 

a cos a sin — — bsin^cos (a-f-x) — acosasin (ß + y) 
a sin a sin (ß -f - y) cos (a -I- x) asin (ft+y)*' 11 * . 

sin(a-px) sin(a-J-x) ' 

also hat man nach einigen sehr leichten Umformungen: 

Ja. sin (ß-{-y) sin (a-j-x) ^/b sin(a-f-x)sin(^-f-y) 
a sin (a -j- £ -f- y) b s\n(a-~j- ß-{-y) 



(b) 



sioasin(«r-f-£+y) r sin/*sin(a-r/i4-/) 

4-arc^r »in(» + »)co»tf + y) 

,</a sin (a-f-x ) sin (ff-j-y) , ^/b sin(a-t-x)sin(/?4-y) 

a sinta-r^-py) 1 b s'm(a-j- ß + 

*i"**'"(ft-hy) ^ jd Binyyin(tt-r-x) 

— arc/fa . — r- 7 — ; arc Jß . . . — — - 

sinasin (a-j-/5-t-y) smßs\n{a~t-ß-\-y) 

, rt A cos (af*) sin (ß + y) 
&in (a-rß-ry) 
Die Linie CD = z wird aus der Gleichung 

z sin (a + x) = a sin a 
bestimmt, aus der wie so eben folgt: 

J/. sin (a-j-x) -J- z cos (a - j - x) (arc Ja -f- arc «ix) = Ja. sin a -|- 

a cos a arc Ja. 

Setzt man hier den Werth von- arc Jx aus (b), so ergiebt sich: 
^ «^a |~ a sin a z cotg (a -f- x) sin (;? -f- y) sin (a -j- x) "j 
' — a Lsin(a-t-x) sin (a-j-/?-fy) _! 

. Jb cotg (a-j- x) . sin (a-f- x) sin (ß-[- y) 

" F "b~ sinCaH-^TT) Z 

. I — acosa /ix, zcotg(a+x)sinxsin(/?+v)l 

— arc^/al — — — + zco tg(a+x)H ^-—-7 — , , , , I 

Lsin(«~j-x) sin asm (a-j- ^ -f y) 

z cotg (a -r x) sin y sin (a -j- x) 



f arc 4?. 
— arc Jy 



sin j? sin (a-j- ß-\-y) 
z cotg (q -f- x) sin (a -p x) cos (/? -f- y ) 
«n(« + ^ + y) 
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sin(a + x) sin« 



f*0 



Setzt man a sin « = z sin (« + x) , oder 

* 

hat man hieraus 

Jz Ja. T cos(a + x)sin(/g + y) "| . Jb cos («+x) sin (ß+y) 

z a L 1 sin(« + /?H-y).. b sin(a + /9 + y) 

, T /in, cotg(a-fx)sinxsin(0+y) 1 

— ATcJa\ cotg(a + x)H ♦ ■ / i Q ■ V 1 — cotg« I 

L bV 1 7 sinasin(« + ^ + y) J 

ja cos(a-f-x)siny . cos(« + x)c os(/g + y) 

-4- arc Aß ■ , , . , — , a , \ — arc Ay — — r—r-. — : , 

^ 'sin/Jsra(* + /!? + y) sin(a + /? + y) 

welche Gleichung nach einigen leichten Umformungen auf die Form: 

Az_Aa. sin(a + x)cosQg + y) . ^b cos(ft + x)sin(^ + y) 

l ~ a' sin(ft + /? + y) b sin(a + ^ + y) 

. sinxcos(ÄH-y) , Jn sin v cos (a -j- x) 

1 sin asm + + r sin ß sin (« + 0 + y) 

.^ W ^ w ^+'> c r?+ y) (c) 

sin(a + /? + y) 

gebracht wird. Die Formeln (b) und (c) zeigen, dass man sich hü- 
ten müsse sin(a-|-0-f-y) klein, also a+^ + y nan e an 180° oder 
360° zu wählen. Am besten wird man a + ß + y naae an 270° 
wählen, und zwar, wenn thunlich , a, /?, y, jeden nahe an 90°. (Die 
Formeln (b) und (c) sind vollkommen symmetrisch gebaut, was 
immerhin ein Anzeichen ihrer Richtigkeit ist). 

2) Nr. 6 in §.36. Nehmen wir an, a, b, C seyen fehlerlos, so 
hat man: 

Fig. 46. 



x. 




b sin n sin x = a sin m sin y,- x + y =ß — (in + n), 
wo ß entweder =360° — C oder = C ist. Hieraus folgt in obiger Weise : 
b cos n sin x arc An b sin n cosx arc Ax — a cos m sin y arc Am 

+ a sin m cos y arc Ay , 
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i 

arc Jx + arc Jy = — arc Jm — arc Jn, 

- * 

aus welchen Gleichungen mcJx, axcJy, oder Jx, Jy zu bestimmen 
6ind. (Denkt man sich beide Gleichungen mit multi- 

71 

K . . . 180 . 60 . 60 . . , . . . 

phzirt, so ist arc rfn = inu. s. w., so dass man m bei- 

.- 71 

den Gleichungen auch Jm, Jn, Jx, Jy für arc Jm, setzen könnte ; 

doch wird es wegen des Nachfolgenden bequemer seyn, obige Form 
beizubehalten), Man zieht daraus : 

(b sin n cos x -j- a sin m cos y) arc Jx = (a cos m sin y — a sin m cos y) 

arc Jm — (b cos n sin x + a sin m cos y) arc Jn, 
(b sin n cos x + a sin m cos y) arc Jy =^ — (b sin n cos x+a cos m sin y ) 
arc Jm + (b cos n sin x — b sin n cos x) arc Jn, 

d. h. 



asinmsin(x4-y) s . , v A asinmsin(y+n) 

r— 1 — — arc^/x=asm(y— m)arc//m . — 'arc^n, 

er, v ^ . ' sin n 

sin(x-l-y) A sin y sin (m 4- x) 
- — - — L - I ^arc^y = — a — r- — — ' — -arc</m 



sinx * s^nn 

asin msin 

sinx " sinx 

-f- b sin (x — n) arc Jn, 



d.h. . sinxsin(y — m) . sinxsin(y-4-n) 

arc^/x=- —r — j — {axcJm : . — (arc^/n, 

sin m sin (x -f- y) sm n sm (x + y) 

siny6in(m+x) A . sin y sin (x — n) 

arc Jy = . . > — — { arc Jm -\ — . . ; — : — £ arc Jn. 

sinmsin(x-f-y) smnsm(x-}-y) 

Sey nunmehr 

CD — u, AD = v, DB = w, 

so hat -man : 

usinm = bsinx, vsinm = bsin(m-(-x), wsinn = asin(n-f-y). 
Hieraus folgt unmittelbar: 
Jn sin m + u cos m arc Jm = b cos x arc Jx, ^vsin m + vcos m arc Jm 

— b cos (m + x) (arc Jm -f» arc Jx), Jw sin n + w cos n arc Jn 

— a cos (n -f- y) (arc Jn -f- arc Jy), 

also wenn man die Werthe von arcJx, axcJy benützt: 

. . Tb cos x sin x sin (y — m) - I . 

//usinm= I : . / , — r—^ — ucosm larc^m 

L sin m sm (x -(- y) J 

b sinx cos xsiri(y+n) . 

: —, — — - arc Jn, 

sinnsm(x + y) v , 

oder da - — = b sin x = u sin m : 
sinm sinx 
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J\i rcosxsin(y — m) 

sinm — = I . / , — r— -■— cosm |arc//m 

u L sm(x-f-y) ' 

sin m cos x sin (y + n) 



arc Jn y 



sin n sin (x -f- y) 

Jm cosysin(x + m) . cosxsin(y+n) 

~= . 3 . \ ', — (are^/m : . V — (arc^/n. 

u sinmsin (x-f-y) sinn sin (x-j-y) 

Jv sin m = arc Jm |j) cos (m -f- x) — v cos m 

. b cos (m-t-x)sin x sin (y — ro)~l b cos (m-|-x)sin x sm (y-h n ) are 

sin m sin (x + y) sinnsin(x + y) 

v sin m 

oder da b = 



sin (m-fx) 
äv . 

— sin m = aiwnu | 
v L sin(m + x) 

+ cos (m x) sin x sin (y — m)~| 
: — 7 i r"^ — 7 i \ I 
sin ( m 4- x ) sin ( x -4- v) -I 



Jv . A rsinmcos(m + x) 

— sin m = arc J m I - 



Jv 

v 



sin (m -J- x) sin (x -|- y) 

sin m cos (m + x) sin x sin (y + n) 

: : ~ 7 j — n— : ; — 7: arc J n 

sin n sin (m -j- x) sin x -\- y) 

. rcos(ni + x)sin (y — m) — sin(x-fy)"l . 
= arc^/in I — - 1 — . , , , : , , — ; — < I sinx 
L sin m sin (m+x) sin (x -j- y) J 

j cos (m-|-x) sinx sin (y-f-n) 

* sin n sin (m + x) sin (x -\- y)' 

^ .- n n a ,, j m a cos (n + y) sin y sin (m + x) 

Jw sin n — — arc Jm . r — — ; — r 

sin m sin (x -j- y) 

V / , x , acos(n+y)sinysin(x — n)"l 

+ arc^/n I acos(n + y)— wcosnH v . ' . / ' , \ I, 

1 L v sinnsin(x + y) J 

wsinn 
oder da a = -r-7 — : — c : 
sin(n+y) 

4*. „ . . sin n sin (m -f- x) cos (n + y) sin y 

— sin n — — arc Jm . : : — 7 — ^ — >. -- . • / — ; — c — 

w sin m sin (x + y) sin (n + y) 

r ginnco8(n+y) _ cog „ , cos(n+y)siny sin(x-n)-| 
~ L s in(n + y) ^ sin (ji + y) sin (x + y) -T 

Jw sin(m + x)sinycos(n + y) 

— = — arc Jm . — -r—? — ; — r— : — 7 — j — ; 

w sinmsin(n + y)sin(x-)-y) 

, &rcJn f cos (n + y) sin (x — n) — sin (x + y ) "] 

L sinnsin(n + y)sin(x-f-y) 

Aus den Ausdrücken Mir Jx, Jy t — , — , — (wozu die drei 

J V u w 
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ersten genügen) scbliesst man nnn, dass man m and n nicht gar zu 
klein nehmen darf für den Fall der ersten oder zweiten Figur, und 
nicht zu nahe an 180° tur den der dritten, da sonst sin m, sin n zu 
klein ausfallen ; sodann darf nicht x -f- y für die erste Figur nahe an 

180° seyn, da sonst sin (x-j-y) nahe an 0 wäre; wäre aber x+y 
- 180°, so läge D in dem Umfang des um ABC beschriebenen 
Kreises, dem man also nicht zu nahe kommen darf. Für die zweite 
Figur darf nicht x + y nahe an 0, d. h. nicht m -f- n nahe an C seyn, 
da hier übrigens x und y immer ziemlich klein seyn werden, wenn 
C es ist, so wird man nur dann diesen Fall vortheilhaft anwenden, 
wenn C bedeutend stumpf ist, und allerdings am besten, wennC — 
(in + n) = 90°, da dann sin (x -j- y ) — 1 , also seinen grössten Werth 
erlangt. Im dritten Falle wird immer m -f- n > 180°, also x -f-y 
nicht nahe an 180° seyn, es müsste denn C sehr klein, und D 
nahe an AB seyn, was man vermeiden wird.* Die so eben ange- 
gebenen Regeln sind, wie das behandelte Problem selbst, für die 
Praxis sehr wichtig. 

3) Nr. 12 in §. 37. Ist CD =~- x, so hat man 

. ■ 

x cos y sin (« — ß) ~~ a sin a sin ß, 
woraus folgt: ** 

J\ cos y sin (« — ß) — x sin y sin (a — ß) arc Jy 

-f- x cos y cos (« — ß) (arc Ja — arc Jß) 
— Ja sin a sin ß -\- a cos a sin ß arc Ja -j~ 
a sin a cosß arc Jß, 

also 

Jx cos y sin (a — ß) — Ja sin a sin ß arc Ja J 
[a cos a sin ß — x cos y cos (a — ß) j 



Tig. 47. 



A 




* Aehnliche Regeln, wie die so eben aufgestellte, hat man ans der Betrachtung 
des sogenannten Fehlerdreiecks abgeleitet. Die von uns gegebene Ableitung ist 
jedoch allgemeiner und leichter zu überschauen. ' 

** Es ist nicht schwer, allgemeine Regeln aufzustellen , nach denen diese Bü- 
dungsweise yollzogen wird. Hat man nämlich das Produkt x coe y sin (o — ß), so 
ist zu setzen für x : x + Ax, für cos y : cos y — sin y arc Jy, für sin (a — ß): sin (o — ß) 
~\- cos (a — ß) ( arc Aa — arc Jß) ; thut man diess und vernachlässigt die Produkte 
der Fehler, so erhält man 

x cos y sin (a — ß)-j- Ax (jos y sin (a — ß) — x sin y sin (a — ß) arc Ay -\- x cos y 

cos (a — ß)'(&rc Aa — arc Aß), 
und die auf x cos y sin (a— ß) folgende GrHsse ist die A e n d e r u n g von x cos y sin (a—ß) 
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arc Jß [ a sin a cos ß-\-x cos y cos (a — ß ) 1 + x sin y sin (a — ß) arc .-/y 

A \ ^ a i . f x cos y sin (4* — ß) cos a 
= x cos y sin (« — ß) h arc Ja |^ - 



sin et 



— x cos y cos 



(«-«] 



xcosysin{a — ß)cosß , 1 
gin ^ r/ ^-hxcosycos(cf-/?) J 

x sin y sin (a — ß) arc Jy, 

sintf _ Ä sina 

H-arc^/9 



Jx Ja 

— = arc Ja 

x a sina sin (a 



sin/? sin (a — ß) 



7?) 

-(- arc Jytgy. 

Es soll also a — ß nicht zu klein seyn, was darauf zurückkommt, 
a nicht zu klein zu wählen; da arc Jy wohl grösser als arc Ja, arcJß 
seyn wird, y aber klein, also tgy ebenfalls klein ist, so wird selbst 

ein beträchtlicher Fehler in y keinen allzugrossen Einfluss ausüben. 

_ . sin « ^ . sulp ^ , , 

Da immer a >ff, also - — - > 1, < 1, so wird man namentlich 

sin/j sina 

den Winkel ß mit grosser Genauigkeit zu messen haben ; das Haupt- 
gewicht jedoch wird im Allgemeinen auf die genaue Messung von a 
zu legen seyn. 

4) Nr. 13 in §. 37. Tst w ieder Ali = x, so hat man 
x sin (y + d) cos ß cos ß' — a cos a sin <f F 1 ' 

sin (/?-,?'), 

woraus folgt : 

Jx sin (y ö) cos ß cos ß' -j- 
x cos (y-f-o*) cos /? cos £'(arc^/y + 
arc — x sin>(y -f- <$) sin ß cos /?' j [ 
arc Jß — x sin (y-j-d) cos ß sin j \ 

^/a cos a sin $ sin (/? — ß') — asin a 
sin S sin (ß — /?') arc iß + acosa c 
sin cos ) (arcJß— arc ^/S') -f-a cos a cos <* sin (0— ß')a,rcJS, 

Jx sin (y <f) cos £ cos ß' = */a . cos a sin ä sin (/? — /?') — arc Ja . 

während Jx, — sin y arc Jy, cos (a — (arc Ja — arc Aß) die Aenderungen von x, 
cos y, sin (a — ß) sind. Pifiss beachtet, erhält man für die Bildung der Aenderung 
pines Produkts folgende Regel : 

Man multiplizire die Aenderung jedes einzelnen Faktors mit dem Produkte aller 
übrigen Faktoren, und die so erhaltenen Grössen summire man sodann. 

Dien * er, ebene Trigonometrie. 13 
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- 

a sin a sin 6 sin (ß—ß') + arc Jß [ x sin (y+<* ) *in/?cos + a cos « 
sin a cos — 0')] 
-f- arc Jß* [x sin (y + COs £ sm ß' ~ a cos « sin <J oo.s — /?')] 

— arc Jy . x cos (y -f~ <*) cos ^ cos ß' 

-f- arc //<J [a cos a cos <J sin (ß — ß') — x cos (y + (5) cos ß cos ) , 
woraus, da xsin(y+<J)cos/?cos^' 

cos« sin ^ sin (ß — ß') 

ist, leicht folgt: 

Jx Ja. ' * cos/?' 

— = arc Ja . tg a + arc . 



x a • * i r ' cos ß sin (ß — ß') 

cosß . - , siny 

—axcJß' . ( r — arc^ycotg(y+d)+arc^. .../,»> . 
r cosp'sra(p — /r) sindsin(y-[-o) 

Also soll, wenn /? und /£' nicht äusserst scharf gemessen sind, 

ß — ß' nicht zu klein werden, da sonst der Nenner sin (ß — ß') nahe 

an 0 kömmt; da a, also auch tg a klein ist, so wird ein Fehler in 

a keinen gar grossen Einfluss ausüben ; die Summe y + d soll nicht 

1 

nahe an 180 gehen, da sonst cotg (y + <$) und -7— 7 — ; — rr sehr gross 

sin(y-j-d) 

würden. Alles kömmt also darauf zurück, die Standlinie CD nicht 

gar zu weit von AB und auch nicht gar zu klein zu machen, da sonst 

y + ^nahe an 180° und ß — ß' nahe an 0 käme. 

Für ß* — (f hat man : 

Jx Ja. . . 'laxcJß / . . . arc Jd siny 

— = axcJa.tga+ - arc/ycotg(y-H)+- . ' ; 

x a sm2ß su\Ssm(y+S) 

ist auch zugleich noch a = 0 : 

Jx Ja. . 2axcJß . , , , x , arc JS siny 

— = . » r — arc Jy cotg ( y -\- 0) -f- -r— .— - — p-rr-. 

x a ^ sin 2/? ' 6 M 71 sm <Jsin (y-f-(J) 

5) Als weiteres Beispiel wollen wir das in §. 40 zuerst berech- 
nete wählen. Man hat dort, wenn man statt der abgekürzten For- 
mel (37') die genauere (37) beachtet: 

. scosl zH — C I 

a sm (1 p s _ ^ - 1 

8 ~ sin (y + ^ — 7^» x — s in[z + (k-l)C] 
s sin [ff— kC+^C] 180.60.60 
~~ costf-kC + CJ 71 

d. h. 

s.sin(y^)=asin<l,C=-(»,xcos(/J— kC+C)=s.sin(/?--kC- r -iC). 

r 
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Hieraus folgt: 

Ja . sin (y + S) + s cos (y + S) (arc Jy -f- arc */<J) = ^a sin <5 

Js 8 

+ a cos S arc //<J, arc ^/C = — , arc C = — , 

r r 

Jxcos(ß — kC + C) — xsin(/? — kC + C)(arc49-karc^C 

— arc CJk + arc JC) 

= <Ss sin (0— kC +* C)+s cos (0 — kC+* C)(arc 4?— k arc JC 

— arcC^/k + ^arc^C), 
wovon die letzte Gleichung auch heisst: 

Jx cos (/? — kC + C) == arc Jß [x sin (ß — kC + C) + s cos (ß — kC 
+ i C)] - ^k [2 sin (/? - kC + C) + ^cos (ß- kC +4C)] 

+ ^sfsin(^ — kC + iC) — -cos — kC+*C) + i- 
■— r r 

(/?-kC + iC)-^sin(/?-kC+C) + ^sin(/?-kC+C)], 
worin aber 

xsio(0 — kC + C) + scos(/S — kC + *C) 

— cosjC x tp_i 

~ X, sin(/9-kC + ^C)-sin(/?-kC + ^Cy wennC08 *^-^ 

■VC c ' C 

- sin - kC + C) + -cos (/9 - kC +i C) = -[x sin (ß— kC+C ) 
r r r 



cos 



xs 



+ S co*( < ?-kC + lC)] = rsin0? _ kC + 4C) . 
Ferner ist 

Ja sin (y -f- S) = ^/a sin <J — arc //y . s cos (y + tf) + arc (a cos S 

— s cos (y -f- <J)) 

s. t 

Sin y 

= /fa sin S — arc Jy . s cos (y + S) + arc ^ . s . ^r^ t 

woraus 

Js Ja, / i »\ i ji s * n Y 

— = arc Jy cotg (y + d) + arc JS . , . / ■ » x . 

s a ' ' 7 sm<Jsin(y + <J) 

Setzt man diess in den Werth von Jx cos (ß — kC + C), so er- 
hält man : 

Jx cos (ß — kC -f- C) = . . , „ . , r-75 Lri , ir , x 

sin — kC + $C) rsin(/? — kC + |C) 

13* 
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+ [_ - arc Jy cotg (y + i) + arc ——^ j . 

8.sin(/»-kC+4C)-(k-})^cos(i«-kC + iC)-(k-l)- 

r » 

sintf-kC + C)], 

d.h. //x arcz//J -> 



L 



x sin(0-kC + $C)cos(0 — kC + C) 
Jk . s 

- rsm(0 — kC + *C)cos(0 — kC + C) 

+ [T " ^ JY C ° tg fr + + arC ^ smJsmfr + J 
[l-(k-0^cotg(/?-kC+iC)~(k-l)^tg^-kC + C)J 

Setzt man hier näherungsweise 
sin (ß — kC + * C) cos (ß — kC + C) = sin (/? — kC) cos (ß — kC) 

= *sin(2/?-2kC),-^=:0, 

so erhält man 

z/x 2 arc 4? //a . , , . siny 

x sin(20— 2kG) a ' sin<Jsin(y-j-d) 

welche Formel ganz der letzten in Nr, 4 entspricht, und nach wel- 
cher wir rechnen wollen. 

Seyzu demEnde ^ = 20", y = 0, ° 0009 » ^=1". ^y = l"> 
0 — kC = 1°17' 42", 2 0 — 2kC =2°35'24", y = 55°33'19", 
ä=122°32'15", y + eJ= 178 0 5'34". 

log 2 = 0*30103 logarcl"= 468557 

log arc 20" = 5'98660 log cotg (y + 6) = 1147756(-) 
Elogsin(2/g— 2 kC) = 1-34597 0 16313-4 

0*63360—3 

2 arc 4g = Q-0013013 -arc^ycotg(y+<J)=:0-0001456 
sin (2 0 — 2kC) 

logarcl" = 4-68557 

log siny = 9-91627 

E log sin S = 0-07414 

E log sin (y + 6) =J_^47780 

0*15378 — 4 
aTc^siny . nrtnl 
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also Jx = 0 . 004301 3 + O OÖ00900 + 0*0001456 + 0*0001425 
x 

= 0-0046794, 

»I. h. ^x = 0 0046794.x = 0*0046794. 1651-47 = 7*71, 
so dass also x höchstens um 8 Fuss gefehlt ist. 

6) Wir haben in den vorstehenden Beispielen meist den direkten 
Weg der Berechnung der Fehler eingeschlagen, ohne uns an die 
Formeln des §. 47 zu halten. Es versteht sich ganz von selbst, dass 
wenn man nach den Vorschriften des §. 47 verfährt, man ganz zu 
denselben Resultaten gelangen wird. Fs£ 41 

Da es jedoch nicht ganz vergeblich 
seyn dürfte, an einem Beispiele zu zei- 
gen, wie man dabei zu verfahren hat, 
wollen wir das oben in Nr. 4 berech- 
nete Beispiel nochmals vornehmen. Es 
bezieht sich dasselbe auf Nr. 13 in 
§. 37. Die dabei vorkommenden Drei- 
ecke sind: 

DCE, worin gemessen sind CD = a, L 

DCE = a, und genau bekannt ist DEC = 90°, 
A'CE, worin bekannt sind CE = acosa, A'CE = y, A'EC = <f, 

A'C = BCA' = ß 9 und 



1 



sin (y + ö) 



BCA. 5 ^ y, » 

fehlerfreiBA'C = 90°, 

AGA', worin bekannt sind A'C = —1—7 — ;— tt» ACA' = ß' y und 

sin(y + <*) 

fehlerfrei AA'C = 90°. 
In den Formeln (V) des §. 47 ist das dortige c =. CD (= a), 
C = 90°, JC = 0, a CE, also 

JCK = --</a+ DE arc JCDE, arc Ja+axc JCDE == 0, arc^/CDE 

a 

= — arc Ja, 
also JC E = cos a Ja — a sin a arc Ja. 

In denselben Formeln ist weiter (wegen A'CE) :c=CE(= acosa), 
A = y, B = S, b = CA', 
also 

/CA' = ^ . JOE + iS arc Jö - A'C cotg (y + <f ) arc</y, 



(JE 



sin(y + <f) 



Digitized by Google 



1 98 Neunter Abschnitt. 

sin (y + 8 ) ^ sin 2 (y + r* ) 

a cos « sin S cos (y+ <J) 

— arc^/y 



sin 2 (y + <f) 

sind* . a sin a sind" . . a cos« sin y 

cos « . ^ra : — j — r-jr arc Ja + ■ . 7 — j— yr arc /f d 



sinCy + tf) sin(y + <J) sin 2 (y + <f) 

a cos « sin S cos (y + d) 

r-iT—,— arc^/y. 

sin 2 (y+<D 

In BGA' hat jnan nun wieder nach denselben Formeln : c = A'C, 
A — ß y B = 90°, ^B = 0, a = A'13. 

A /II 13 p 

sindtg/? , asinasinätg/S . 

= — nTT cos a.Ja — — : — — — arc Ja 

sin (y + d) sin(y + (J) 

acos«sinytg/3 a cos «sin d cos (y + d) tgß 

sm (y+d) sin '(y + d) 

, a cos «sin S . , 

' sm(y + <T)cosV r 

In ACA' ist eben so c = A'C, A = ß' , B = 90°, == o, 

C = 9O°-0', A'A = a ; also 

A/V AC 

sin<Jcos«tg/?' asin«sin<Jtg/?' , acosasinytg^?' 

- — w — ri\~" a • "7 — ■ arc//«H • 2r arc^/d 

sm(y + d) sin (y + d) sin* (y + d) 

a cos a sind cos (y + d) tgtf' , . acos«sin<J 
sin '(y + d) sin (y + d) cos' 

Die Subtraktion beider Resultate (JA'h — JAJi') gibt die For- 
mel in Kr. 4, wenn man beachtet, dass : 

cos a sin S tg ß sin tt cos a tg ß ' _ A'B A'A AB 
sin(y + (J) sin(y + <5) a a a ' 

asiu«sin<Jtg^ asinasinätg/?' I acos«vsindtg/£ 

sin (y~+T) ~ H sin (y+d) = ~~ tg " L sin (^ + y) 

acosashuHg/?'"! . 

~i — . *\ ~ ~ AB . tg«, 

sm(y + d) J 
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a cos a sin y tg ß a cos «sin y tg/?' miy AB 

sin*(y-f-<0 sin *(y + o*) sin (y+^) sin 6*' 

acosasinflcos (y-{-d)tgß , acos«sino*cos(y-[-o*)tg/?' 
sin J (y + <y) sin *(y-fö*) 

so wie dass 

a cosa sin S a cos o sin S tg ß 1 . 1 

— ix 15 . 



sin(y-f-<J)c_os'/? sin(y-|-o*) sin/? cos ß sin ß cos/? 

=a\>J\ i AA i 1 - i tgßi I — 

L AiUsintfcostf L 1 Ug/? — tg/?'Jsin/?c 



ißco&ß L ' tg/? — tg/?'Jsin/?cos/? 



tg /? — tg /?' ' sin /? cos ß ' cos 0 sin (ß — /?' )' 
a cos a sin <? TA'li 1 1 

sin (y + <T) cos 2 J' " ' L AB ™~ J sin ß' cos /?' 

^ VB f ,Jg0 il_JL_ = A B W - _J _ 

* Ltg/? — tg/?' J sin/?' cos/?' * *tg/? — tg/?'* sin/?' cos/?' 

— AI! . „, C °^ . 
cos/?'sin(/? — /?') * 

Diese Beispiele dürften zur Erläuterung vollkommen hinreichen. 



im* Abschnitt. 

Vom Interpoliren. Benützung zehnteiliger Logarithmentafeln, 

§.49. 

Wir haben in unsern seitherigen Rechnungen nie mehr als sie- 
benstellige Logarithmentafeln vorausgesetzt, da dieselben wohl für 
die meisten Zwecke unbedingt genügen. Bei manchen sehr genauen 
Rechnungen jedoch bedarf es mehrstelliger Tafeln, namentlich der 
zehnteiligen, wie sie z.B. der „Thesaurus Logarithmorum comple- 
tus" von Vega (auch mit dem deutschen Titel: Vollständige Samm- 
lung grösserer logarithmisch-trigonometrischer Tafeln. Leipzig. 
1794) enthält. Wir wollen desswegen hier zum Schlüsse den Ge- 
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brauch solcher Tafeln kurz erörtern, müssen aber vorher die für die 
Praxis äusserst wichtige Interpolationsmethode auseinander setzen. 
Wir greifen dadurch allerdings in das Gebiet der Analysis über ; 
bei dem fortwährenden Gebrauch der Interpolationen in der Trigo- 
nometrie wird man jedoch diese Abschweifung nicht ganz ungerecht- 
fertigt finden. 

Wir wollen uns denken, y sey eine Grösse, deren Werth be- 
dingt ist durch den Werth einer andern Grösse x, welch letztere 
willkührliche Werthe annehmen kann (sey z. B. y = sin x, log cos x 
u. s. w.); wollen ferner annehmen, man wisse, dass wenn x die 
Werthe x t , x.,, x 3 , habe, dann y die Werthe y,, y,, y 3 , an- 
nehme, wo also x,, x.,, x 3 , , eben so wie y,, y ,, y a , bekannte 

Zahlen sind, und man wünscht nun durch ein einfaches, möglichst 
genaues Verfahren, denjenigen Werth von y zu erfahren, der einem 
zwischen x t , x,, ... liegenden Werthe von x zugehört. Wählen 
wjr ein Beispiel, so hat man, wenn y = log sjnx für 

x = 16°20':y = 9-4490540, 

x== I6°21':y.:-= 9-44,94849, 
' x = 16°22':y== 9*4499153, 

x= 16°23':y = 9 4503452, 
und man will nun etwa y für x = 16°20'35" hieraus ermitteln. Wir 
haben das einschlägliche Verfahren bereits in §. 15 angegeben, wol- 
len aber hier näher auf die Sache eingehen. 

Wäre y eine solche Grösse ausgedrückt durch x (d. h. eine 
solche Funktion von x), dass ihr Werth sich leicht berechnen 
Hesse, x mag seyn, was es will, so wäre die Aufgabe natürlich bald 
erledigt,- indem man eben durch ganz direkte Rechnung den be- 
treffenden Werth von y suchen würde, wobei man sich also keines- 
wegs um die bekannten Werthe zu kümmern hätte. Diess ist aber 
natürlich nicht der Fall , wenn das Interpolationsverfahren ange- 
wendet werden muss, da man dasselbe ja gerade desshalb nöthig 
hat, weil eine leichte und bequeme Berechnung von y nicht anders 
gefunden werden kann. Eine direkte und meistens leichte Berech- 
nung lassen aber nur Grössen (Funktionen) von der Form 

a + bx + ex 2 + dx'-j-.... (a) 
zu , in denen a, b, c, d, . . . bekannte Zahlen bedeuten , da die ein- 
zelnen Potenzen durch Multiplicationen immer leicht zu erhalten 
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sind. Man wird sich also die Frage stellen, kann man nicht etwa 
y unter die Form (a) bringen, d. h. als eine Funktion von x betrach- 
ten, die nach positiven ganzen Potenzen von x fortschreitet? 

Wir wollen nun annehmen, die Grössen x t , x 2 , x 3 , . . . ., x n seyen 
steigend geordnet, d. h. x 2 >x 15 x 3 >x 2 ,..., der Anzahl nach ihrer 
n, so ist wohl von selbst klar, dass wenn eine Grösse 

y = a + bx + cx 2 + dx s + (b) 

so beschaffen ist, dass sie für x — x t gibt y =y l ; für x = x 2 u.s. w. , 
man berechtigt seyn werde, anzunehmen, dieselbe liefere die Werthe 
vony für Werthe vonx, die zwischen obigen Werthen liegen. Weiss 
man von y weiter Kichts, als dass für x = x t , x 2 , . . ., x n , y zu y, , 

••■» v n wird, so muss man diese Annahme offenbar gelten lassen; 
kennt man dagegen im Allgemeinen y, wie diess gerade bei uns der 
Fall ist, wo z. B. y = sin x, oder log tg xu. s. w., so wird man jene 
Annahme unter der Einschränkung gelten lassen, dass y innerhalb 
der Wierthe x,,x 2 , .. ., x n im Allgemeinen stetig verlaufe, d. h. sich 
nur um Weniges ändert , wenn auch x sich um wenig ändert , so wie 
dass die Grössen x t , x 2 , . . . ., x lt nahe genug an einander gewählt wer- 
den, damit die Grössen y t , y 2 , , y n nicht bedeutend von einander 

verschieden sind. 

Diess vorausgesetzt, ist es aber nicht schwer, die Funktion (b) 
zu bestimmen. Sind nämlich n Werthe von y, die zu n Werthen 
von x gehören, gegeben, so setze man: 

y = a + bx + cx 2 + dx 3 + ....+kx n -\ (c) 
wo a, b, . . . ., k noch unbestimmte Koeffizienten bedeuten. Alsdann 
muss man haben : 

y n - ^v + bx n + cx n J + d XIl s + ... + kx ll "- , I 

aus welchen n Gleichungen sich die n Unbekannten a, b, c, d, , 

k ganz unzweideutig bestimmen lassen. Man kennt also jetzt die 
Grösse (c) und für jeden zwischen x t und x n liegenden Werth von x 
wird sich daraus dann der zugehörige Werth von y ergeben. Wir 
wollen auf dieses Verfahren hier nicht weiter eingehen, da es für 
uns im Augenblicke von wenigem Interesse ist, sondern sogleich zu 
dem etwas speziellem Falle übergehen, da die Grössen x, , x 2 , . . ., x„ 
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alle gleich weit von einander abstehen, d. h. da x 2 — x t = x, — x 2 
= ....= x„ — x,,.! ist. Heisst diese sich gleich bleibende Differenz 
h, so hat man also für x die Werthe : 

x t ,x t + h,x, +2h, x, +(n — l)h, (e) 

während y die Werthe 

yi.y^y*» >y« (*') 

zugehören. Bilden wir nun die Differenzen y 2 — y t , y 3 — y 2 , — , 
y„ — y n -i, so sollen diese die ersten Differenzen der Reihe (e'; 
heissen, und durch 

Ay x ,Jy 2 ,Jy 3t ... ., Jy n - t (e") 

bezeichnet werden, wo also Jy t — y 2 — y t , Jy 2 = y 3 — y 2 , , 

Jy u - t — y„ — y»_i ist. Eben so sollen die Unterschiede Jy 2 — Jy t , 

^y« - ^y 2 , • • . ^y„-i — ^y n -t durch ; 

^ J yM^ ? y2»---->^ 2 y..-t (e s ) 

bezeichnet werden , und die zweiten Differenzen der Reihe (e') 

heissen. Die Grössen J*y 2 — J*y t , J*y 3 — J 2 y 2 , , 4*)\-t 

— J 2 y n -t sollen durch 

J*y t ,J 3 y t ,....,J*y n ^ (e 4 ) 
bezeichnet werden , und die vierten Differenzen der Reihe (e') 
heissen u. s. w. 

Nun behaupte ich zunächst, dass wenu y, , y 2 , y„ die Werthe von 
y sind, wie sie aus (c) folgen, wenn mau x = x t , x, + h, x t + 2 h,...., 
x t -)- (n — 1) h setzt, nothweudig die n Un Differenzen der Reihe (e') 
Null seyn werden. Wir wollen den Beweis nur für den Fall führen, 
dass n = 4 ist; man wird daraus schon ersehen, dass der Satz ganz 
allgemein gilt. Sey also 

y = a + b x -f- c x 2 + d x \ 

so hat man 

y, = a-f-bx, +c>, , + dx 1 s , 

y, ^a + bCx^lO + eCN.+lO' + dCx.+hj^a + bh-hcl^ 
-f-dh s + x, (b + 2ch + 3dh 2 )+x, '(c+3dh) + x, \d, 

y 3 =a + b(x 1 + 2h) + c(x 1 + 2h) J +d(x l + 2h) , = a + b.2h 
+ c.4h 2 +d.8h 3 +x 1 (b + 2e.2h + 3d.4h 2 ) + x l 2 (c 
+ 3d .2Ji) + x, M, . : 

s x ~ a + b (x i + 3 h) + c (x f + 3 h ) 2 + d (x, + 3 h) 1 = a + b 3 Ii 
+ c.9h» + d . 27h , + x 1 (b + 2c.3h + 3(l. J)h 2 ) + x ( 2 (c 
+ 3d.3h) + x 1 1 d. 
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Hieraus folgt: 

J)\ ^bh-f-ch'-f-dh' + Xi (2ch + 3dh , ) + x, , (3dh), 
Jy 2 =bh + 3ch 2 + 7dh s + Xl (2ch+3d.3h J ) + x t H3d.h), 
Jy % =bh+5c.h*+19dh s -f- Xl (2ch + 3d.5h 5 )+x i a (3dh), 
Jy t = bh-f-7ch 2 + 37dh s + x t (2ch + 3d.7h J )+x 1 l (3dh), 

■ • • • 

J\ =2ch 2 + 6dh > +x t (3d.2h , >, 
J % y 2 = 2ch* + 12dh s + Xl (3d.2h'), 
J 7 y 3 =2ch 2 +18dh s +x, (3d.2h*), 
^ , y*=2ch , + 24dh , + x 1 (3d.2h 2 ), 

• • • a 

J'y, = 6dh\ ^y,=0, 

» • • • 

Umgekehrt wird man schliessen, dass wenn die vierten Dif- 
ferenzen der Grössen (e') Null sind, man wird 

y = a + bx + cx 2 + dx 3 (f) 
setzenkönnen. In den meisten Fällen, in denen das Interpolations- 
verfahren angewendet wird, wird man aber diese Voraussetzung 
machen dürfen , und wir wollen nun, indem wir annehmen, dass die 
vierten Differenzen der Null gleich zu achten seyen, a, b, c, d zu 
bestimmen suchen. Da aber das Resultat in der Form (f) für un- 
sere Rechnung nicht ganz bequem ist, wollen wir setzen : 

y = A+B (x-x t ) + C (x -x.) (x-x, - h) +D (x-x t ) 
(x— x, — h) (x -—x, — 2 h). 

Alsdann hat man : 
für x = x, : y t = A, 

x = x t -f- h : y 2 = A + Bh, 

x = x, + 2h:y, =A + 2Bh + 2Ch 2 , 

x = x t + 3h:y 4 =A + ;{Bh-f-(>Ch 2 + 6I)h\ 

Hieraus: 

J\\ — B h, Jy 7 = B lr + 2 C h \ Jy t = B h + 4 C h 7 + (> D h *, 
^ , y 1 = 2Ch 8 ,/#V* = 2Ch' + 6Dh J , 
^ s y, - 6Dh 3 , 
d. h. man hat unmittelbar: 
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A-v K- Jy ' P-^ 2yi T)- JSyi 



folglich 



+ 



61r 



r I x ~ x t | (x-x t )(x — ^-h) 



(x-x t )(x-x t -h)(x-x t -2h) 



6h 



(g) 



aus welcher Formel nun , unter obigen Voraussetzungen, für einen 
Werth von x der zugehörige Werth von y berechnet werden kann. 
Der Werth von x soll aber nicht unter x t und nicht über x, -f- 3 h 
liegen ; in der Regel wird er zwischen x t und x, -|- h liegen ; dann wird 
(x — x,)Cx — x t — h)(x-x t — 2h) ^ 

6h 3 

also dann das letzte Glied in (g) schon meistens wegfallen. 

Man übersieht leicht, in welcher Weise man verfahren müsse, 

wenn die Formel (g) mehr Glieder enthalten sollte, und dass das nächste 

(x - x t ) (x - x, - h) (x - x, - 2h) (x - x, - 3h) , 

24h 4 -Jy.u.b.*. 

* 

wäre. Wenn x zwischen x, und x, -f- h, so werden diese Grössen 
sehr klein; wäre x weit von x, entfernt, so könnte, obgleich //*y t 
klein ist, dieses Glied doch beträchtlich werden, indem dann der 
Koeffizient von J i y l einen bedeutenden Werth hätte. Daher rührt 
es, dass man x zwischen x, und x t -(- h einschränkt. Stellen wir 
die hier nöthigen Grössen tabellarisch zusammen, so haben wir fol- 
gende Uebersicht: 





r- 


1. Differenzen. 


2. Differenzen. 


3. Differenz. 


»1 

*l + ü 

x t +2h 
x, 4" 3h 


Jt 

y 3 
y* 


* 

4fi = y 2 — y t , 
^y* = y* — y„ 
^y 3 - y* — y 3 - 


^y 3 = ^y 3 — 





x — X, 



(x-x,)(x-x,— h) 

— Yi 



+ (x-x,)(x- X ,-h K x-,,.-2h) ^ (g) 



x — X, 



bezeichnet man die Grösse ' — r— 1 durch er, so kann man die 

h 

Formel (g) auch schreiben : 
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y=y,+^ y ,+^ L) ^y,+ g(a - 1 ^ (a ~ 2) ^ < , 

und wenn man, behufs bequemerer Rechnung setzt : 

so hat man y = y t -f-«B, (g") 

Darf man schon J*y t vernachlässigen, so hat man: 

y-y«-r- h *Yi-r 2h , ^y t » 

i / w 

• §.50. 

Wir wollen für jetzt von den wichtigen Formeln des §. 49 nur 
einen Gebrauch machen, den nämlich auf die Benützung von zehn- 
stelligen Logarithmentafeln, wobei wir die schon oben angeführten 
Vega'schen im Auge haben. Dieselben geben direkt die Logarith- 
men aller fünfstelligen ganzen Zahlen, so wie die Logarithmen der 
trigonometrischen Funktionen von Sekunde zu Sekunde für die zwei 
ersten (und letzten) Grade, und von 10 zu 10 Sekunden für die übri- 
gen Grade des Quadranten. Mehr als zweite Differenzen verlangt 
Vega nicht. Wir wollen nun an Beispielen die Benützung solcher 
Tafeln angeben. 

1) Sey log 25947*3282 

zu suchen. 

log 25947 = 4-4140871518 

log 25948 = 4-4141038893 XilltJ? ~~ 8 
log 25949 = 4-4141206260 "T" 107 ^ 7 
(Die ersten Differenzen sind in den Tafeln angegeben). Hier ist 
h = 1, x — x t = 0*3282, also 
log 25947*3282 = 4*4140871518 + 03282 . 167375 
0*3282(0-3282— 1)_ 

2 8 ' 

log 25947 = 44140871518, 
0-3282.167375= 54932 
0-3282(0-3282— 1) Q 

~2 1 

log25947'3282 = 4-4140926452 
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DieVega'sche Vorschrift lautet: 

logN = Iogn + D'0-abcde + D'' 0 ' ab(1 ~°' ab) , 

wo N eine Zahl ist, die mit mehr als 5 Ziffern geschrieben ist, n die 
fünf ersten Ziffern derselben enthält, D' die erste, D" die zweite 
(immer negative, hier aber positiv zu nehmende) Differenz bezeich- 
net; a, b, c, ... die sechste, siebente achte, .... Ziffer der Zahl 
bezeichnet. Die Richtigkeit dieser Vorschrift wird aus Obigem 
einleuchten. 

2) Aus log x = 4-7320472587 

soll x gesucht werden. Da wir immer h = 1 haben, x aus den Ta- 
" fein entnehmen, so ist nach (h) : 

y " — y y 
x-3t ' = 4r i +i(x-x,'-i)-rfV 

und man wird zuerst x — x, nach der Formel 

x—x -l=Zi 

berechnen und dann einen genauem Werth finden, indem man im 
Neriner der zweiten Seite für x — x t den gefundenen Werth setzt. 

-Nun ist * * 

log 53956 = 4-7320397460 = y a , __ 9 
log x = 4-7320472587 = y, " ÖÜ49U ' * Vi ~ - 

7^1 27 

>— y, = 75127, x— x, = ^g = 093337, x, =53956, 
^~ Xt ~ I ^ ly ' = 006662 

X ~ X * ~ 80490 + 0 0666 ~ ü ^ 7 
so dass x = 53956*93337. 

3) Aus log x = 4*0092504763 = y 
soll x gesucht werden. 

x t = 1 02 1 5, y t =400923837 1 0, y— y t = 121 053, Jy , =425 1 33, 

ggg = 0-28474 , 1 (x - x, - 1) J\ = 21 . 0715, 

121053 _ 121053 _ ' 
* i_ 425133 + 21. 0 715 "425148 * 
■ x = 10215-28473. 
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4) Sey zu suchen 

logsin32°45' 16*734". 
h = 10, x t = 32°4ö' 10", x— x t = 6*734, y t = log sin 32°45' 10" 

= 9733 2095035. 
log sin 32° 45' 10" = 9*733 2095 035, 097907 
log sin 32° 45' 20" = 9-733 2422 322, T09L07 ~ ^5 
log sin 32 0 45' 30" = 9*733 2749 574, + ' 7 07 

log d n31^6*3^^ 

y 1 = 9 733 2095 035 
6-734 . 327287 



10 



= ' 220395 



6.7(6-7-10) * 
" 2ÖÖ 6Ö - . 4 
log sin 32°45' 16*734" = 9 733 2315 434 
5) Aus log tg x = 9*827 3425 034 = y 

soll x bestimmt weiden. 

x^SS'fö'SO", y t = 9*8273057671, J)\= 454 830, 

^/ 2 y, = — 18» y— Yt = 367363. 
_ x = y— y t = 367363 

Xt 1 J I X ~ X t— 10 J2 .mqq I 10 ~ ( X_ X i)lö 

lö^+ 200 J '* 45483 + 2ÖÖ 18 

367363 _ 367363 ^ 367363 _ 

' "^5483 ~ 8 ° 769 ' . ^ , 2*92 " 45483*3 ~ 8 °' 69 ' 

also x = 33 a 53' 58*0769". 
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Sphärische Trigonometrie. 



Dienger, sphärische Trigonometrie. 
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Erster Abschnitt. 

Aufstellung der Grundgleichungen der sphärischen Trigonometrie. 

Seyen A, B, C drei Punkte auf der Oberfläche einer Kugel; le- 
gen wir nun durch A, B und den Mittelpunkt der Kugel eine Ebene, 
so schneidet dieselbe die Kugel in einem Kreise, dessen Halbmesser 
dem Kugelhalbmesser gleich ist , einem so genannten grössten 
Kreise. Dessgleichen wollen wir durch A, G und den Kugelmittel- 
punkt, sowie durch letztern und B, C Ebenen- legen, so werden die- 
selben die Kugel ebenfalls in grössten Kreisen durchschneiden. Geht 
man auf dem ersten dieser drei Kreise von A nach B, so kann man 
entweder einen Bogen durchlaufen, der kleiner als der halbe Kreis- 
umfang, oder einen zweiten, der grösser als der halbe Kreisumfang 
• ist. Wenn wir künftig vom Bogen AB sprechen , wollen wir den 
zwischen A und B liegenden Theil des durch diese zwei Punkte ge- 
henden grössten Kreises verstehen, der kleiner ist als der halbe 
Umfang des grössten Kreises. Dergleichen, wenn wir von den 
Bögen AG, BG sprechen. Die drei Bögen AB, AG, BG bilden nun 
auf der Oberfläche der Kugel ein sphärisches Dreieck. 

Denken wir uns von den Punkten A, B, C auf den Kugelmittel- 
punkt O die Halbmesser OA, OB, OC gezogen , so werden die drei 
obgenannten Ebenen sich offenbar in diesen drei Geraden durch- 
schneiden und in 0 eine dreiseitige körperliche Ecke bilden , deren 
Kanten OA, OB, OC sind. Die drei Kantenwinkel AOB, AOC, 
BOC sind die Winkel am Mittelpunkte der Kugel , welche von den 
drei Bögen AB, AC, BC gemessen werden, und die sich also wie 
jene Bögen verhalten. Kennt man den Halbmesser der Kugel, so 
ist es leicht, aus den bekannten Mittel punktswinkeln die Bögen AB, 

* v\ 
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AC, BC zu finden. Wir werden desshalb künftig statt der Bogen 
AB, AC, BC die drei ihnen zugehörigen Mittelpunktswinkel AOB, 
AOC, BOC einführen, und diese die Seiten des spärischen Drei- 
ecks heissen. 

Die dreiseitige körperliche Ecke hat auch drei Flächenwinkel, 
die Neigungswinkel der Ebenen OAB und OAC, OAB und OBC, 
OAC und OBC. Diese drei Winkel sollen die Winkel des sphä- 
rischen Dreiecks heissen. Wollte man übrigens 
den Winkel der Bögen AC und AB haben, so 
müsste man bekanntlich in A auf OA in den Ebe- 
nen OAC und OAB Senkrechte (Tangenten an 
die Bögen AC und AB) errichten; der Winkel 
dieser Senkrechten wäre der Winkel der Bögen. 
Allein dieser Winkel i*t nichts Anderes, als der 
Neigungswinkel der Ebenen OAC und OAB. 

Die Winkel des sphärischen Dreiecks sollen mit A, B, C, die 
ihnen entgegenstehenden Seiten mit a, b, c bezeichnet werdeu. 
Alsdann ist 

A der Neigungswinkel der Ebenen OAB und OAC, 
B „ „ w » OBA „ OBC, 

C „ „ n n OCA „ OCB, 

a = Winkel BOC, b = AOC, c = AOB. 
Zugleich sind a, b, c jeder kleiner als 180°, dessgleichen A, B, C. 
Von den dreiseitigen körperlichen Ecken werden nun in jedem 
Lehrbuche der Stereometrie einige Sätze erwiesen, die wir, der Voll- 
ständigkeit wegen, ebenfalls hier darstellen wollen. Sie sind : 

1) In jeder dreiseitigen körperlichen Ecke sind zwei Kanten- 
winkel zusammen grösser als der dritte , d. h. in jedem sphärischen 
Dreieck sind zwei Seiten zusammen grösser als die dritte. Wir 
haben also zu beweisen, dass AOB + BOC > AOC. Dabei werden 
wir AOC als den grössten der drei Kantenwinkel annehmen, da 
wenn AOB oder BOC schon > AOC wäre, unsere Behauptung ganz 
von selbst klar wäre. Der Beweis kommt ganz offenbar auch dar- 
auf hinaus, nachzuweisen, dass BC + AB > AC. Denken wir uns 
nun, man lege durch B zwei Ebenen , von denen die eine, senkrecht 
auf OC, die andere senkrecht auf OA, so werden dieselben die Ku- 
gel in zwei Kreisen schneiden, sö beschaffen, dass dieselben als um 
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die Punkte C und A mit den sphärischen Halbmessern CB und AB 
beschrieben angesehen werden können. Beide durch B gehende 
Ebenen schneiden sich in einer Geraden , die durch B geht und auf 
OAC senkrecht steht; diese Gerade trifft, die Kugel nochmals in 
einem Punkte B', in welchem die obigen zwei (kleinen) Kreise sich 
nochmals durchschneiden. Die Punkte B und B' liegen auf ver- 
schiedenen Seiten von AC und in gleicher Entfernung davon. 
Die beiden um A und C gezogenen Kreise treffen den Bogen AC 
zwischen A und C, da sonst entweder BC > AC oder AB > AC 
wäre, was wir nicht voraussetzen. Der Kreis um A treffe AC in M, 
der um C in N, so ist AM = AB, CN = CB und, wie man sieht 
AM + CN d. h. AB + BC > AC. Die zwei Punkte M und K kön- 
nen nicht zusammenfallen , da sich die zwei Kreise sonst in diesem 
Punkte schneiden würden, was nicht der Fall ist, da sie sich nur in 
B und B' schneiden; eben so kann nicht der um C gezogene Kreis 
ACinM, der umA gezogene in N schneiden, da der um C gezogene 
Kreis von B bis B' links von der Ebene BOB' , der um A gezogene 

rechts von BOB' liegt. 

Anmerkung. Wir haben hier gern diesen gewissermassen anschaulichem 
Beweis des angeführten Lehrsatzes gegeben , ohne denselben für genauer als den 
zu halten, deu man gewöhnlich in den Lehrbüchern findet (vergl. Legendre Geome- 
inetrie, Buch V, Satz XXI). Im Gogentheile halten wir letztern mindestens für eben 
so genau, während, wie gesagt, der gegebene uns die Sache mehr anschaulich zu 
machen scheint. 

2) Zu jeder dreiseitigen körperlichen Ecke kann man eine zweite 
bilden der Art, dass die Summe der einander entsprechenden Kan- ^ 
tenwinkel der einen und Flächenwinkel der andern 180° betrügt. 

Sey zu dem Ende OABC die gegebene Fi * 5L 



der Ebenen OAB und OAC. auf denen Oy und Ä 
Oß senkrecht stehen; mithin stehen letztere 



dreiseitige körperliche Ecke; in 0 erreichte 
man auf die Ebene OAB die Senkrechte Oy, A 
auf OBC die Oa, auf OAC die Oß, so werden 
Oa, Oß y Oy als Kanten einer neuen dreiseiti- 
gen körperlichen Ecke Oaßy angesehen wer- 
den können. Die Kanten OA, OB, OC stehen 
nun aber auch senkrecht auf den Ebenen der 
neuen Ecke. Denn OA ist die Durchnittslinic 




• 
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Geraden auch auf OA , und also umgekehrt OA auf Oß t Oy senk- 
recht, also auch OA senkrecht auf der Ebene Oßy; dessgleichen OB 
senkrecht auf Ooy, OC senkrecht auf Oaß. Hätte man also Oaßy als 
gegebene Ecke gewählt , so wäre durch dieselbe Konstruktion , wie 
oben, als neue Ecke OABC erschienen. 

W ir wollen nun in den beiden Ecken einander entsprechende 
Kanten- und Flächenwinkel je einen Flächenwinkel der einen und 
einen Kanteuwinkel der andern heissen, wenn der letztere von den 
zwei Kanten gebildet ist, die auf den Flächen senkrecht stehen, die 
den ersten bilden. So entsprechen sich 

Flächenwinkel an OB und Kantenwinkel «Oy, 
^ OA .. ßOy, 
« OC M „ «0/7, 

~ 0« „ „ COB, 
^ Oß AOC, 
n Oy „ „ AOB. 

In der Ecke OAB stehen sich entgegen : 

Flächenwinkel an OB und Kantenwinkel AOC, 
„ OA „ , „ BOC, 
* OC „ „ AOB. 
Dessgleichen stehen sich in der Ecke Oceßy entgegen : 
Flächenwinkel an Ott und Kantenwinkel ßOy, 
» Oß r ; ■ «Oy, 

« Oy „ „ ßOa. 

Nimmt man also in einer der zwei Ecken einen Flächen winkel 
und den ihm entgegenstehenden Kantenwinkel und sucht in der an- 
dern Ecke die diesen entsprechenden Kanten- und «Flächenwinkel, 
so stehen sich letztere ebenfalls entgegen. So stehen sich entgegen : 
Flächenwinkel an OB und Kantenwinkel AOC, 
Kantenwinkel «Oy und Flächenwinkel an Oß. 
Zwei nun einander entsprechende Winkel betragen zusammen 
180°. So z. B. Flächenwinkel an OB -f Kantenwinkel a Oy = 1*80°. 
Um diess zu be weisen legen wir durch einen Punkt F der Kante OB 
eine Ebene senkrecht auf OB, welche die Ebenen OAB, OBC in den 
Geraden FM, FN treffe, die natürlich auf OB senkrecht stehen. 
Der Winkel MFN ist also der Flächenwinkel an OB. In derselben 
Ebene ziehen wir Fa, Fe parallel mit 0«, Oy, so ist aFc = aOy; 
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ferner ist aFM = cFN = 90°, indem aF auf OAB, Fe auf OBC senk- 
recht steht. Da aber aFc + aFM + MFN + NFc = 360°, und 
aFM + NFc = 1 80 °, so ist 

aFc + MFN = 180°, d.h. «Oy + MFN = 180°, 
was den Satz beweist. 

Tragen wir diesen Satz auf die sphärischen Dreiecke über, so 
heisst er: 

Seyen a, b, c die Seiten, A, B, C die ihnen entgegenstehenden 
Winkel eines sphärischen Dreiecks , so kann man immer ein anderes 
sphärisches Dreieck erhalten, dessen Seiten = 180° — A, 180° — 
B, 180° — C und dessen diesen Seiten entgegenstehende Winkel 
180° — a, 180° — b, 180° — c sind. 

3) Da immer zwei Seiten eines sphärischen Dreiecks grösser sind 
als die dritte, so hat man also auch 

180° — A+ 180° - B > 180° — C, A+B — C < 180°, 
180° — B+180 0 — C> 180° — A, B + C — A< 180°, 
180° — A + 180°— C> 180° — B, A + C — B < 180°. 
Addirt man diese drei Resultate, so ergibt sich : 

A + B+C<540°, 
d. h. je zwei Winkel eines sphärischen Dreiecks , um den dritten 
vermindert, betragen weniger als 180°; die Summe aller drei be- 
trägt weniger als 540°. 

Was die Grössen A + B— C, B + C — A, A+C — B betrifft, 
so werden sie also, wenn sie positiv sind, immer unter 180° seyn; 
sie können aber ganz wohl auch negativ ausfallen. 

4) In jeder beliebigen körperlichen Ecke, Fi *- M> 
in der die sämmtlichen Flächenwinkel kleiner 
als 180° sind , ist die Summe aller Kanten- 
winkel kleiner als 360°. 

Sey OABCDE eine fünfeckige körperliche 
Ecke, so ist 

AOB + BOC + COD + DOE+EOA< 360°. 

Sey ABCDE eine beliebige Ebene, F «in ^ 
Punkt in ihr; man ziehe FA, ... FE, so hat 
man nach Nr. 1 : 

an der Ecke in A : OAB + OAE > BAE, 
„ „ „ „ B : ABO + OBC > ABC, 
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an der Ecke in C: OCB + OCD > BCD, 
„ „ n „ D : ODC + ODE > CDE, 
„ n „ „ E: OED + OEA>DEA, 

d. h. ' • 

OAB + OBA + OBC + OCB + OCD + ODC + ODE + OED 
+ OEA + OAE > B AE + ABC + BCD + CDE + DEA. 
Da aber 

OAB + OBA + ....+ OAE = 5 . 180 0 — (AOB + BOC + COD 

+ DOE + EOA), 
BAE + ABC+ .... + DEA = 5.180° — (AFB + BFC + CFD 
+ DFE + EFA) = 5 . 180° — 360° = 3 . 180°, 

so ist 

5 . 180° — (AOB + COB + COD + DOE + EOA) > 3 . 180°, 
AOB + BOC + COD + DOE + EOA < 360°, 

5) In jedem sphärischen Dreieck (und Vieleck) ist also die Summe 
aller Seiten kleiner als 360°. 

Also auch 

180° — A + 180* — B+180 0 — C<360°, 
540° — (A-f-B + C) < 360°, 
A + B + O180V 
d. h. die Summe der drei Winkel ist grösser als 180°. Daraus 
folgt dass 

A+B — C> 180° — 2 C 
ist; nun ist 2C unter 360°, also wenn auch 2C> 180°, so ist doch 
180°— 2 C nie unter — 180°, d h., wenn auch A+B — C negativ 
ist, so liegt diese Grösse doch zwischen 0 und — 180°. Mithin 
liegen die Differenzen A + B — C, A — B + C, — A + B + C im- 
mer zwischen — 180° und + 180°; während die Differenzen 
a + b — c, a — b + c, , — a + b + c immer positiv sind. 

Da immer zwei Winkel eines sphärischen Dreiecks, vermindert 
um den dritten, weniger als 180° betragen, so ist also 
180°-a+180°-b— (180° — c)< 180° 
c _( a + b)+180 0 <180° 
a + b — c > 0 
was wir schon wissen. Aber auch 

180° — a+180° — b — (180° — c)> — 180° 
c-(a + b) + 180°> — 180° 
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* • 

also a-f-b — c<360°, 

wie sich von selbst versteht, da ja a-j-b-f-c < 360°. 

Stellen wir alle Sätze nochmals zusammen, so haben wir: 

180° 
>— 180°, 




a+c>b, a+b+c<360« A-B+C J_, 800> A+B+C^, 
b+c>a, ^ 1 o n o 

Was wir nun von einem sphärischen Dreiecke beweisen, gilt ge- 
radezu für die dreiseitige körperliche Ecke, wenn man nur statt 
„Winkel des sphärischen Dreiecks" setzt „ Flächen winkel 4 * , statt 
„Seiten des Dreiecks" aber „Kantenwinkel." 

§• 2. 

Sey AB CD ein Viereck, in welchem AB parallel mit CD gezo- 
gen sey, und AC = BD, so ist leicht zu bewei- 
sen, dass auch W T inkel C = D, A = B ferner ist 
(erste Abthl. §.22. (31)): 

AD 2 = AB 2 + BD 2 — 2 AB . BD cos B, 

AD 2 = AC 2 + CD 2 — 2 AC . CD cos C. 

Da aber C = D, A = U, und A + B + C + D = 180°, so ist 
B + C = 180°, also cos B — — cos C. Mithin : 
AD 1 4 „ BD 2 ^ nvx _ 

AB =AB + ÄB+ 2nDco " C ' 

AD 2 AC 2 . _ , ^. ,~ 

CD = CD + ~~ " C0S ' 
d.h. da AC = BD: J 

AD' AD'_ BD' BD' 

ÄB+CD - AB+CD+ ÄB + CD 

oder: 

AD 5 . CD + AD 2 . AB = (AB+CD) AB . CD+BD * . CD+BD 2 . AB, 

AD 2 (CD -f AB) = (AB + CD) AB . CD + BD 2 (CD + AB), 
und wenn man mit CD + AB dividirt : 

AD 2 = AB. CD + BD 2 , 
d. h. in einem, wie angegeben gestalteten Vierecke ist das Quadrat 
der Diagonale gleich dem Produkte der zwei parallelen Seiten plus 
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Fig. 64. 
J. 









S< \ 







dem Quadrate der einen der zwei gleich langen nicht parallelen 

Seiten. 

§.3. 

Sey ABC ein sphärisches Dreieck, in dem wir AB < AC anneh- 
men, und worin A, B, C die drei Win- 
kel, a, b, c die drei Seiten bezeichnen 
sollen. 0 stelle den Kugelmittelpunkt 
vor, OA den nach A gezogenen Halb- 
messer, der (nöthigenfalls) in OE ver- 
längert sey. Von B ziehe man in der 
Ebene des ßogens AB die BD senk- 
recht auf OA und in D in der Ebene 
des Bogens AC die DF senkrecht auf 
AO, so wird die Ebene des Dreiecks 
BDF senkrecht stehen auf OA und der 
Winkel BDF gleich Aseyn. Dessglei- 
chen ziehe man von C in der Ebene von AC die CE senkrecht auf 
AO, und EG in der Ebene von AB senkrecht auf OA, wobei der 
Bogen AB bis G verlängert wurde, so wird auch die Ebene GEC 
senkrecht auf OA stehen, also mit BDF parallel laufen, und GEC 
= A seyn. 

Denkt man sich die Halbmesser OB, OF, OG, OC gezogen , so 
werden die Dreiecke BOD und FOD, GOE und COE kongruent 
seyn, mithin BD = DF, GE -= EC, BOD = FOD, GOE = COE. 
Daraus folgt nun, dass auch Öogen AB = AF, AG = AC, FC = BG 
ist. Der zu AF gehörige Mittelpunktswinkel (AOF) ist also = c, 
der zu FC gehörige =b — c. 

Da Bogen FC = BG, so ist auch Sehen FC = BG ; ferner laufen, 
wie leicht zu ersehen, BF und CG mit einander parallel, so dass 
das Viereck BFCG die Gestalt des in §. 2 betrachteten Vierecks 
hat. Würde man also die Diagonale BC ziehen, so hätte man: 

BC 2 = BF.GC + FC*. 

Sey nun r der Halbmesser der Kugel, so ist (erste Abthlg. §. 20, 
Nr. 1 und §.21, Figur 14): 

BC=r 2rsin 4a, BD = rsinc, CE = rsinb* FC = 2rsin|(b — c), 

* In unserer Figur ist eigentlich CE = r sin (180° — b), d. h. doch CE = r b in b. 
Man wird »ich auch leicht überzeugen, dass die hier gefundenen Beziehungen ganz 
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also 

BF=2BDsin* A=2 r sin c.sin $A, GC = 2 EC sin |A=2rsinbsin$A. 

Demnach hat man 
4r 2 sin 2 $a==2rsincsin$A.2rsinbsin|A4-4r 2 sin 2 £(b--c), 

d. h. 

2 sin 2 £ a = 2 sin b sin c . sin 2 * A + 2 sin 2 i(b — c), 
oder (erste Abthlg. §. 14 (23)) : 

1 —cosa — sin b sine (1 — cosA) + 1 — cos(b— - c),. 

1 — cos a = sin b sin c — sin b sin c . cos A + 1 — cos (b — c), 

— cos a = sin b sin c — sin b sin c cos A — cos b cos c — sin b sin c, 

(erste Athlg. §.12) 

— cos a = — sin b sin c cos A — cos b cos c, 

d. h. cos a = cos b cos c-|- sin b sine cos A. 

Diese Gleichung ist die Fundamentalgleichung, von der wir aus- 
gehen werden. Eben desshalb dürfte eine zweite Ableitung der- 
selben vielleicht nicht unerwünscht seyn, wobei wir bemerken, dass 
noch eine ziemliche Anzahl anderer Ableitungsweisen vorhanden ist. 

Sey wieder ABC ein sphärisches 
Dreieck, O der Mittelpunkt der Ku- 
gel. Sey AD in der Ebene des Bo- 
gens AC Tangente in A an diesen 
Bogen, dessgleichen AE für AB, so 
ist EAD = A. Ferner ist AOC =b, 
AOB = c, BOC = a. Daraus folgt 
(erte Abthlg. §. 20) ; wen r den 

Kugelhalbmesser bedeutet: 


allgemein gelten, welche Werthe auch immer a, b, c, A haben mögen, wenn sie nur 
unter 180° sind. Für den besondem Fall, dass b = c wäre, würde allerdings F mit 
C, B mit G zusammenfallen, also das Viereck GßFC nicht vorhanden seyn; alsdann 
hat man jedoch BC 2 rsin£a, oder da jetzt BC mit GC zusammenfallt, auch GC 
= 2 r sin \ a. Aber es ist auch, wie im Texte, GC = 2 r sin b sin £ A, demnach 
2 r sin { a = 2 r sin b sin \ A, sin £ a = sin b sin y A. 
Diese Gleichung ist aber die gefundene Fundamentalgleichung, denn sie gibt: 
2 5 in*i a = 2 sin* b sin* { A, i - cos a = sin' b (1 — cos A), 

— i 

1 — cos a = sin 1 b — sin 1 b cos A, cos a = cos* b -}- sin 8 b cos A, 
welche letztere Gleichung aus cos a = cos b cos c-f-sin b sin c cosA folgt, wenn 
b = c ist. Wie natürlich zu erwarten war, gilt also die Fundamentalgleichung auch 
noch für b — c. 
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AD = rtgb, AE = rtgc,OD = -!-r, OE = 



cos b cos c 

Ferner (erste Abthlg. §. 22) : 
DE* = AD* + AE J — 2DA. AE . cos A = r 2 tg 2 b + r 2 tg 2 e 
— 2r 2 tgb.tgccosA, 

r' 2 r 2 cosa 

DE^Oü'-fOE 2 — 20D.OEcosa= — = - . 

cos'b eos*c cosb.cosc 

Hieraus erhält man: 

i ti * * « i » * r 2 . r 2 2r 2 cosa 

r tg 2 bH-r 2 tg 2 c — 2r*tgb . tgc.cosA = — =tH = , 

° ö cos 2 b cos 2 c cosbcosc 

oder wenn man mit cos 2 b cos 2 c multiplizirt and durch r 2 dividirt: 

siu 2 b cos 2 c -|- sin 2 c cos 2 b — 2 sin b sin c cosbcosccos A = cos 2 c 

-|-cos 2 b — 2 cosa cos b cos c, 

d. h. 

(sin 2 b — l)cos 2 c-j-cos 2 b(sin 2 c — 1) — 2 sin bsinc cosbcosc cos A 

— — 2 cosa cos H cos c, 
— cos 2 b cos 2 c — cos 2 b cos 2 c — 2 sin bsinc cosbcosc cos A 

= — 2 cosa cosbcosc, 
2 cos 2 b cos 2 c + 2 sin b sin c cos b cos c cos A = 2 cos a cos b cos c, 
cos b cos c -f- sin b sin c cos A = cos a. 
Man hat also die folgenden Gleichungen: 

cosa = cosbcosc + sin bsinc cos A, 1 
cos b = cos a cos c + sin a sin c cos B, ( 1 ) 

cos c = cos a cos b -f - sin a sin b cos C, * J 
d. h. der Cosinus einerSeite ist gleich dem Produkte 
der Cosinus der zwei andern Seiten, plus dem Pro- 
dukte der Sinus derzwei andern Seiten in den Cosinus 
des Winkels, der der ersten Seite entgegensteht. 

• 

Anmerkung. Diese drei Gleichungen sind die notwendigen und genügen- 
den Fundamentalgleichungen ; alle übrigen Beziehungen werden sich desshalb aus 
ihnen nach den gewöhnlichen Regeln der Rechnung ableiten lassen, wie .sich im 
Nachstehenden zeigen wird. Dass sie übrigens nothwendig sind , aber auch ge- 
nügen , lässt sich in folgender Weise leicht einsehen. Ein sphärisches Dreieck ist 

* Von diesen Gleichungen könnten die zwei letztern eben so unmittelbar ab- 
geleitet werden , wie die erste ; es bedarf dessen aber nicht, da es genügt, in der 
ersten Gleichung a und b, A und B zu vertauschen , um nothwendig die zweite zu 
erhalten u. s. w. Sobald man übrigens die erste Gleichung in Worte fasst, ergibt 
sich die Richtigkeit der andern von selbst. 
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Tollkpmmen bestimmt, wenn in demselben z. B. gegeben sind zwei Seiten (b und c), 
nebst dem ron diesen Seiten gebildeten Winkel (A). In diesem Falle giebt nun 
die erste Gleichung (1) den cosa, also da a zwischen 0« und 180° liegt, die Seite 
a ganz unzweideutig; eben so unzweideutig folgen dann aus den zwei andern Glei- 
chungen (1) die Winkel B und C, so dass alle übrigen Stücke gefunden werden 
können. Es ergibt sich hieraus offenbar, dass drei Gleichungen nothw endig sind, 
und das? die drei (1) genügen. Eine Beziehung zwischen den Seiten und Win- 
keln des Dreiecks, die andere Werthe liefern würden, als die gefundenen, kann aber 
nicht existiren, einfach desshalb, weil andere Werthe dieser Grössen (a, B, C) auch 
nicht existiren, da ja nur ein Werth für jede möglich, und derselbe bereits gefun- 
den ist. 

Die Gleichungen (1) entsprechen den Gleichungen (31) in §.22 der ersten Ab- 
theilung und man könnte letztere auch aus den obigen ableiten , etwa in nachste- 
hender Weise. Sey r der Halbmesser der Kugel , auf der das sphärische Dreieck 
▼erzeichnet ist; o, ß, y die Längen der drei Bögen BC, AC, AB, so ist (erste Ab- 
theilung §.16): 

, 1 a* 1 a 4 . , 1 ß* Iß* ,17* 

1 y* ß 1 ß* y 1 y* 

also wird die erste Gleichung (1) zu: 

•-^+--0-i?+")0-if:+--)+e-iS+") 

d. h. 




2. . . .) cos A, 
r* r 

die weggelassenen Grössen alle höhere Potenzen von r, als die zweite, im Nen- 
ner haben. Multiphzirt man mit — 2 r*, so hat man 

a : + ... = ß* + y* + ...— 2/?y(l — ...)cosA. 
Lftsst man r = od werden , so geht die Kugel in eine Ebene , das sphärische 
Dreieck in ein ebenes über; dabei werden nun die weggelassenen Grössen , da sie 
noch r im Nenner haben, ausfallen, so dass man hat : 

«* = ß t + y*-2ßyco*A, 
d. h. die eine Gleichung (31) in §. 22 der ersten Abtheilung. 



Aus (1) zieht man: 

cosa — cosbcosc 

cos A = r-r-~. , 

smbsinc 
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also 

_ , cosa — cosbcosc sinb6inc+cosa — cos b cos c 
l+COsA = Ii r-7—: = : — T~~' : 

sin b sin c sin b sine 

cos a — (cos b cos c — sin b sin c) cos a — cos (b + c) 

sin b sine sin b sine 

_ 28.n4(a + b + c)sini(a — b — c) 

sin b sine 

= 2sinKa + b + c)sint(b + c-a) Abth g< 
sin b sine 

d.h. a 2sinl(a + b + c)sin$(b + c— -a) 

ZCOS *A = : — : — : , 

* sin b sin c 

rnc i iA _ sinj-(a + b + c)sinj(b + c — a) 

CDS nr xx — . : ; . 

2 sin b sin c 

Eben so: 

cosa — cosbcosc sinbsinc — cosa+cosbcosc 

1 — C0SA= 1 : r ; = t-t~t 

sin b sin c sin o sin c 

cos (b — c) — cos a 2sin$(b — c + a).sinj(b — c — a) 
sin b sin c sin b sin c 

2sinj(a + b — c).sinj(a — b + c) 
sinbsinc 

A 2sinj(a + b-c).sinKa — b + c) 

z sin rix — : r : > , 

1 sin b sin c 

-.--2« a _ Binj(a + b — c).ginj(a— b + c) 
sin * ix — . r . 

1 1 sinbsinc 

Durch Division beider Resultate ergibt sich : 

, sin|(a + b— -c).sinj(a— b + c) 
g 7 sin*(a + b + c).sinHb + c — a)* 

Setzt man a+b + c = 2s, 

so ist a + b-r— c = 2s — 2c, 

a — b + c = 2s — 2b, 
b + c — a = 2s — 2a, 

also : 

i(a + b + c) = s,i(a + b — c) = s — c,i(a— b + c) = s — b, 

|(b + c — a) = s — a, 

d. h. man hat nun: 
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sin 



811) 



sin$C = 
cos} A 



'sin (s 


— b) . sin (s 


-c) 


sin b sin c 


'sin (s 


— a) . sin (s 


— c) 


sin a sin c 


'sin (s 


— a)sin (s - 


-b) 




sin a sin b 


» 



sin s . sin (s — a) 



sin b . sin c 



cos 



=V'- 

1 1> _ \ / sin s . sin (s — b) 
sin a . sin c 



(2) 



cos$C = 



\ / sin s. sin (s — c) 
sin a sin b 



\ /sin (s — b) . sin (s — c) 

t«$A= V — ^—r — 

' suis, sin (s — a) 

t . B _ \/ sin (s — a) . sin (s — c) 
ßT sin s. sin (s — b) ' 

tg)c=V / 8iD(s ~ a ?7 (s i ^, 

sm s . sin (s — c) 

wo die Quadratwurzel nur positiv genommen ist, da } A, \ B, $ C 
unter 90° sind. Da ferner nach §. 1 Nr. 1 immer s — a, s — b, 
s — c positiv sind, und s sowohl, als jede dieser Grössen unter 180° 
bleibt (§. 1, Nr. 4), so sind die Grössen unter den Wurzelzeichen 
alle positiv. 

Durch Multiplikation zieht man heraus : 

Ä 4 , _\ /sins.sin(s — a).sin(s — b).sin(s — c) 

2sm4AcosiA = 2 V . 2 , . 2 — 

* 7 w surbsm'c 



d. h. sin b sin c . sin A = 2 V sin s . sin (s — a) . sin (s — b) . sin (s — c) . 

Eben so : 

sin a . sine . sinB = 2 V sin s . sin (s — a) . sin (s — b) . sin (s — c), 

sin a . sin b . sin C = 2 V sin s . sin (s — a) sin (s — b) . sin (s — c). 
Daraus folgt: 

sin b sin c sin A = sin a sin c sin B = sin a sin b . sin C, 

d. h. 

sin b sin A = sin a sinB, sin c sin A = sin a sin C, sin c sin B = sin b sin C, 
oder 
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sina:sinb = sinA:sinB, sin a: sin c = sin A : sin C, sin b : sin c = 

sin B: sin C, (3) . 
d. h. die Sinus der Seiten verhalten sich, wie die Sinus der 
entgegenstehenden Winkel. 

§.5. 

Aus (1) hat man: 

cosa = cos b cos c + sin b sine cos A, : 

cos c = cos a cos b + sin a sin b cos C. 
Setzt man diesen Werth von cos c jn die erste Gleichung, so 
erhält man: 

cos a = cos a cos 3 b -f - sin a sin b cos b cos C + sin b sin c cos A, 
cos a — cos a cos 2 b = sin a sin b cos b cos C + sin b sin c cos A, 
cosa(l — cos 2 b) = sin a sin b cos b cos C -f- sin b sin c cos A, 
cos a sin 2 b = sin a sin b cos b cos C + sin b sin c cos A. 
Dividirt man durch sin b, und schreibt sogleich die weitern For- 
meln hin, so hat man : 

cos a sin b = sin a cos b cos C -f- sin c cos A, 
cos b sin a = sin b cos a cos C -4- sin c cos B, 
cos c 6in b = sin c cos b cos A + sin a cos C, 
cos b sin c = sin b cos c cos A -f- sin a cos B, 
cos a sin c = sin a cos c cos B + sin b cos A, 
cos c sin a = sin c cos a cos B + sin b cos C, 
welche Formeln ebenfalls leicht in Worten auszusprechen sind. * 

Setzt man in (4) nach (3): sine — sina / s | n ^ s0 hat man: 

sinA 

cos a sin b = sin a cos b cos C + sin a sin C cotg A ; 
dividirt man noch durch sin a, so hat man: 

cotg a sin b = cos b cos C + sin C cotg A, 
cotg b sin a = cos a cos C + sin C cotg B, 
cotg c sin b = cos b cos A -f- sin A cotg C : 
cotg b sin c = cos c cos A + sin A cotg B, 
cotg a sin c = cos c cos B + sin B cotg A, 
cotg c sin a = cos a cos B + sin B cotg C. 

, 

* Alle diese Formeln werden durch einfache Buchstabenrertauschung aus ein- 
ander abgeleitet So folgt die zweite aus der ersten, wenn man a und b, also auch 
A und B tauscht; die dritte aus der ersten, wenn man aund c, A und C tauscht; 
die vierte aus der dritten durch Vertauschung von b und c, B und C u. s. w. 
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Ans (4) hat man 

cos a sin b = sin a cos b cos C -f- sin c cos A. 
Setzt man nach (3) : 

V 

. sin B sin a . sin C sin a 

sin b = — ; — - — , sin c = : — - — , 

sinA smA 

so ist 

sin a cos a sin B . , , sin a sin C cos A 

: — j = sin a cos b cos C H ; — ■ , 

sin A sin A 

d. h. sin a cos a sin B = sin a cos b cos C sin A -j- sin a sin C cos A, 

oder wenn man mit sin a dividirt: 

cos a sin B = cos b sin A cos C + cos A sin C, 

cos b sin A = cos a sin B cos C + cos B sin C, 

cos a sin C = cos c sin A cos B + cos A sin B, 

cos c sin A = cos a sin C cos B + cos C sin B, 

cos b sin C = cos c sin B cos A + cos B sin A, 

cos c sin B = cos b sin C cos A -j- cos C sin A. 

Die Gleichungen (4) sind Gleichungen zwischen den drei Seiten 

und zwei Winkeln ; die (5) zwischen zwei Seiten und zwei Winkeln ; 

(6) zwischen zwei Seiten und drei Winkeln. Ein Schritt weiter 

wird uns nun die gesuchte Gleichung zwischen einer Seite und den 

drei Winkeln geben. 

Aus (6) hat man 

cos a sin B = cos b sin A cos C -\- cos A sin C, 

cos b sin A = cos a sin B cos C -f- cos B sin C, 

also wenn man diesen Werth in die erste Gleichung einsetzt: 

cos a sin B = cos a sin B cos 2 C -f- cos C sin C cos B -f - cos A sin C, 

cos a sin B (1 — cos 3 C) = cos C sin C cos B -f - cos A sin C, 

cos a sin B sin ' C — sin C cos C cos B + cos A sin C, 

cos a sin B sin C = cos C cos B + cos A. 

■» 

d. h. man hat: 

cos A = — cos B cos C -f - sin B sin C cos a, 1 
cos B = — cos A cos C + sin A sin C cos b, > (7) 
cos C = — cos A cos B -J- sin A sin B cos c, ) 
d. h. der Cosinus eines Winkels ist gleich dem negativen 
Produkte derCosinus der beiden andern Winkel, plusdem 
Produkte der Sinus der beiden andern Winkel in den Co- 

Die aper, <ph irische Trigonometrie. 15 
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sinus der Seite, welche dem ersten Winkel entgegen- 
steht. * 

Da die Gleichungen (7) abermals einen wichtigen Satz aus- 
drücken, so wollen wir eine zweite Ableitung derselben angeben. 

Da nach §. 1 Psr. 2 es immer auch ein sphärisches Dreieck gibt, 
dessen drei Seiten 180° — A, 180° — B, 180° — C, und dessen 
drei Winkel 180° — a, 180° — b, 1 80° — c sind, so hat man nach §. 3 : 
cos (180° — A) = cos (180° — B) . cos ( 180°— C) + sin (180° — B) 

sin (180° — C) cos (180° — a), 

d. h. 

— cos A = cos B cos C — sin B sin C cos a (erste Abthlg. §. 9), 
oder cos A = — cos B cos C -j- sin D sin C cos a. 

Durch eine ähnliche Umformung gehen die Sätze (6) direkt aus 
(4) hervor. 

Aus (7) folgt: 

cos A -f- cos B cos C 

cos a = g . , 

sin B sin C 

also wie in §.4: 

Jt sinBsinC-j-cos A-J-cosBcosC co$ A -f- cos (B — C) 

2 cos 7 a — ■ ; ^ ; ^ — . -n . — 75 

sin B sin C sin B sin C 

_ 2cosj(A + B — C)cosj(A — B + C) 

~~ sin B sin C 



* In der Anmerkung zu §.3 haben wir die Gleichungen (I) als die notwen- 
digen und genügenden Fundamentalgleichungen der sphärischen Trigonometrie be- 
zeichnet. Mit demselben Rechte könnte man diess auch von den Gleichungen (7) 
sagen, da aus diesen ebenfalls alle andern abgeleitet werden könnten , was man 
durch ein Zurückgehen durch (<>), (5), (4) erlangen würde. 

Was ferner die gleichfalls berührte Beziehung dieser Gleichungen mit denen 
der ebenen Trigonometrie anbelangt, so entsprechen die Formeln (2) den Formeln 
(34) in §. 23 der ersten Abtheilung, die (3) den (29) in § 22; die im §. 6 hier noch 
abgeleiteten Formeln (9) entsprechen den (33) in §. 23, die (10) den (30) in §. 22. 
Was die (7) anbelangt, so entsprechen sie der Formel A B -fc: C == 180° der ebe- 

1 a* 

nen Trigonometrie ; denn man zieht aus ihnen, indem cos a = 1 — — -j- -f- . . . , für 
r = 00 zu cos a = 1 wird : 

cos A = — cos B cos C -f- sin B sin C = — cos (B — C), cos B = — cos (A -4- C), 

cos C = — cos (A -f- B), 
also nothwendig A -J- B -4- C = 180". 
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2 - n 1 1 ^ _ sin B sin C — cos A — cos B cos C _ cos A + cos (B+C) 
S 1 ~~ sin B sin C sinBsinC 

2cosKA+B + C)cosKB + C — A) 
sin B sin C 



Setzt man nun 



also 



A+B + C = 2S, 
A+B-C = 2S-2C, 
A — B + C = 2 S — 2 B, 
B + C— A = 2S — 2A, 
so hat man folgende Gleichungen : 



sm 



— cos S . cos (S - 

sin$b= \/ 



sin B sin C 



sin 4c = 



V- 



cos S ♦ cos (S — B) 
sin A sin C 

^^^^ 

cos S cos (S — C) 
sinAsinB 



cos* 



cos 



cos 



_ \ / cos (S — B) cos (S — C) 
sin B sin C 

t b = \ / cos (S — A ) cos (S C) 
1 sin A sin C 

t _ \ / cos (S — A) cos (S — ~B) 

T C — V : — » • i> » 

sin A sin B 

% \/ — cos S. cos (S — A) 
^ T *~ V cos(S-B).cos(S— C) J 

= V/ -cosScos(S-B)_ . 

V cos(S-A)cos(S — C)' 
^/ — cos S. cos (S — C)~~ 



tg^c 



cos(S — A)cos(S — B)' 

in welchen Gleichungen die Quadratwurzel nur positiv genommen 
ist, da $ a, 4 b, }c unter 90° sind. Da nach §. 1 : S = $ (A + B + C) 
zwischen 90° und 270°; S — A, S — B, S — C zwischen — 90° und 
+ 90° liegen, so ist cos S negativ; cos (S — A), cos (S — B), 
cos (S — C) dagegen sind positiv,' die unter dem Wurzelzeichen 
vorkommenden 11 Grössen sind also sämmtlich positiv. Aus den Glei- 
chungen (8) lassen sich die Gleichungen (3) ebenfalls leicht ableiten. 

15» 
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§.6. 

Aas den Formeln (2) in §. 4 folgt anmittelbar : 

* sins\ /sin(s — a).sin (ß — b) sins . tr , 

cosiA.cosiB = -: — V — " • — u -=-^— sinjC. 

2 2 sine sinasmb sine 



«totA.riiilB= A( ^ c) V' in( 'T a) " p(g ~ b) ==^=^«8D>C. 

sin c sin a sm b sin c 

4A 8in(s— b)\ /sins. sin (ß—c) sin(s — b) ^ tr , 

smlAcoßlB = — \ \ : : , = — ^ ^eos^C, 

2 sine w smasinb sine 

., » * 4T1 ßin(s — a)\ / sins. sin (s — c) sin(s — a) ~ 

cos$Asin|B = — ^-r L \ : v . - ß — — ^ ^cos^C, 

sin c sin a sin b sine 

wie man sich leicht überzeugt, und- dabei beachtet, dass beide 

Seiten positiv sind. Daraus folgt: 

sin 1 C 

cosj A cos JB -}-sin \ A sinjB = (sin s sin (s — c)) 

sinjC . . sinjC . ✓ ... 

= r-r-j — .2 sin (s-ic) cosic = . \ .sin^(a + b;, 

2sm4ccosJc x 2 ' 1 sin|c 

(erste Abthlg. §. 14), da s — ^c=|( a + b + c ) — l c = f ( a + b ); 
d. h. man hat (wegen cos \ A cos \ B + sin \ A sin £ B = cos } (A — B)) : 

cosJ(A -B) = sini(a+b) . 

* ' 2V I / sm l c 

Eben so: 

sin * C 

cos J A cos J B — sin } A sin \ B|= [sin s — sin (s — c)] 
sin$C 0 , . , sin^C 

cosi(A + B) = cosi(a+b).^. 
sin \ A cos | B + cos \ A sin \ B = C ° m *^ [sin (» — b) + sin (s — a)] 

CQ8$C 



2 8 in i ccosic- 28in [ S -^ a + b )l COS ^ a - b ) 

= _^J0 . giD , e . coM (a _ b) = ^fC.cost(a-b) 
siniccos^c 1 * x J cos|c 

sin 1 ( A + B) = cos *(a - b) . C -^lSi. 

cosic 
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sin J A cos * B — cos { A sin { B — [sin (s — b) — sin (s — a)] 

i r» 

. 2 cos [s — i (a + b)] . sin * (a — b) 



2sin$ccosJc 

cosjC . . t .v 
sin je 1 

sin 4 (A - B) = sin { (a - b) . . 
2V ' 1 sm£c 

Man hat also folgende Gleichungen : 

sin \ (A + B ) cos \ c = cos \ (a — b) cos £ C, 
sin K A + C) cos { b = cos \ (a — c) cos } B, 
sin i (A — B) sin i c = sin J(a - b) cos * C, 
sin {(A — C) sin \ b = sin * (a — c) cos \ B, 
cos { ( A + B) cos i c = cos \ (a + b) sin \ C, 
cos \ (A -f - C) cos \ b = cos $ (a -fc) sin \ B, , ( . 
cos$(A — B)sinic = sin$(a-[-b)sin$C, 
cos ^ (A — C) sin \ b = sin \ (a + c) sin $ B, 
sin $(B-|-C) cos£a = cos $ (b — c) cos $ A, 
cos ^ (B -f- C) cos \ a = cos \ (b -fi c) sin \ A, 
sin \ (B — C) sin \ a = sin £ (b — c) cos \ A, 
cos \{B — C) sin i a = sin 4 ( D + c ) sm i A. 

Durch Division zieht man aus den Gleichungen (9) : 
,l cos4(a— -b) . r . 

*»< A - B >==5£^*** ^ (10) 
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tgU5 _ c) = !«^- c ^ t g, a . 

lgnü t; sini(B + C) gl 

Anmerkeng. Die wichtigen Formeln (9) hat zuerst Mollweide in der 
„monatlichen Korrespondenz" 18. Band, S. 399 aufgestellt; sie pflegen jedoch ge- 
wohnlich die G a,u s s ischen Gleichungen genannt zu werden . da G a u s s sie in der 
Theoria motus corporum coele&tium pag. 51 aufstellte. Doch ist der betreffende 
Band der monatlichen Korrespondenz im November 1808, das Gaussische Werk 
erst 1809 erschienen. 

Die Gleichungen (10) pflegen die Nep ersehen Gleichungen genannt zu wer- 
den. Den oben mitgetheilten Beweis derselben scheint zuerst Matzka (Professor 
an der Universität Prag) gefunden zu haben. Man vergleiche desshalb die 7. Auf- 
lage der Vega'schen Vorlesungen, zweiter Band, S. 245. (Wien, 1835). 

§.7. 

Aus den Gleichungen (9) lassen sich nun zunächst einige inter- 
essante Resultate ziehen. 
1) Aus 

sin \ ( A — B) sin \ c = sin $ (a — b) cos \ C, 
folgt, dass wenn A > B, also£(A — B) positiv ist, auch sin $(a — b) 
positiv seyn muss , da es dann sin 4 (A — B), sin J c, cos { C sind ; 
also ist alsdann auch a > b. Ist umgekehrt a > b , so muss auch 
A > B seyn, da dann sin £ (A — B) positiv seyn muss. * 

Man schliesst hieraus, dass in einem sphärischen Dreiecke der 
grössern (kleinern) Seite auch der grössere (kleinere) Winkel ent- 
gegensteht und umgekehrt. Daraus folgt von selbst, dass wenn 
zwei Seiten einander gleich sind, auch die ihnen entgegenstehenden 

Winkel gleich seyn werden und umgekehrt. 
/ 

* 

* Es könnte allerdings sin t (A — B) auch positiv seyn, weun A < B; nur 
müsste dann $ (A — B) unter — 180\ also A — B unter — 360° liegen, was 
sicherlich nicht der Fall ist. 
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Für a = b folgt aber aus (10): 

u„dmrA = B: . ~* (11) 

tga = ] 

cosA / 

2) Aus cos$(A + B)cos$c = cos$(a-|-b)sin$C 

folgt, da cos Je, sin $C immer positiv sind ; } (a -f- b) und \ (A -f- B) 
nicht über 180° hinausgehen, dass 

wenn i ( A + B)< 90 °, also cos * (A + B) positiv ist, auch cos $ (a + b) 

positiv, also \ (a + b) < 90° seyn muss; 
wenn $ ( A + B) > 90 °, also cos \ ( A -f- B) negativ ist, auchcos } (a + b) 

negativ, also \ (a-j-b) > 90° seyn muss; 
wenn { (A + B) = 90°, als cos $ (A -j- B) Null ist, auch cos i, (a -f b) 

Null, also \ (a-j-b) = 90° seyn muss. 
Daher schliesst man hieraus : 

Sind zwei Winkel zusammen kleiner, gleich, grösser als 180°, 
so sind die ihnen entgegenstehenden Seiten ganz in demselben Falle, 
und umgekehrt. 

Anmerkung. Wir haben im Vorstehenden diejenigen Formeln entwickelt, 
die zur Auflösung der sphärischen Dreiecke dienen können und zu diesem Zwecke 
▼ollkommen hinreichen. Es versteht sich ganz von selbst, dass man durch Ver- 
bindungen der erhaltenen Formern, in ähnlicher Weise wie in §• 5 weitere Formeln 
erhalten könne. Wir wollen , da wir solche Formeln hier nicht brauchen , von der 
Ableitung derselben Umgang nehmen. Zur Uebung mögen einige vorgelegt wer- 
den, indem dabei auf eine' Abhandlung des Verfassers in Grunerts Archiv Tbl. 7, 
S. 234 verwiesen wird, wo, auf einem verschiedenen Wege, eine Menge solcher 
Formeln abgeleitet wurde. 

1) cos a sin b sin A = sin a cos b sin A cos C -f~ sin a cos A sin C, aus (4) und (2). 

2) sin A = sin B cos C cos c-f-cos B sin C cos a cos c -f* sin a sin c sin C, ans (2) un d (4). 

3) sin a cos A = — sin a cos B cos C -f- cos a sin b sin A sin C, aus (4) und Nr. 1, 
oder (2) und (7). 

4) cos a sin A = cos b cos c sin A -j~ sin a sin c cos A sin B, aus (1) und (2). 

5) sin a sin b -{- cos a cos b cos C = sin A sin B — cos c cos A cos B , aus (2), 
(1) und (7).. 

6) cos a cos B = cos c sin C sin A — sin c sin b cos C — cos b cos c cos A cos C, aus 
(1), (7), (2). 

7) cosAcosBsinC = — sin A cos B cos C cos b — cos A sinB cos C cos a -|- sin A 
sin B sin C cos a cos b, aus (7). 

8) cos A = coaa sin b sin c — sin a cos b sin c cos C — sin a sin b cos c cos C — cos a 
cos b cos c cos B cos C cos b cos e sin B sin C, aus (7), (1), (4). 

u. s. w. 
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§.8. 

Wir haben im Vorstehenden keinerlei spezielle Voraussetzung in 
Bezug auf die Grösse der Winkel oder Seiten gemacht; doch mag 
es hier von Interesse seyn , den Fall zu untersuchen , wenn Seiten 
oder Winkel = 90° sind. 

1) Sey A = 90°, so folgt nun : 
cos a = cos b cos caus ( 1 ), cotg C = cotg c sin b, 
sin b = sin a sin B aus (3), cotg B = cotg b sin c, 
6in c = sin a sin C aus (3), 

tgb = tgacosC, \ cos a sin B = cos b cos C, 

cos b sin c = sin a cos B, f ,. x cos a sin C = cosccosB, 

> aus (4), 

tgc = tgacosB, i cos b sin C = cos B, 

cos c sin b = sinacosC / coscsinB = cosC 

1 = tgB tg C cos aaus (7). 

Aus den Gleichungen cotg B = cotgb sine und cotg C = cotg c 
sin b , folgt, weil sin b und sin c positiv sind , dass wenn B < 90° 
auch b < 90°; wenn B > 90° auch b > 90° und umgekehrt. Eben 
so verhalten sich C und c; man hat also : 

B = 90° auch b = 90*, C = 90° auch c = 90°. 

Diese Beziehungen folgen übrigens direckt aus §. 7. IstB < 90°, 
so ist, da A = 90°, A-f-B < 180°, also a + b < 180°; da ferner 
B < A, so ist auch b < a, also muss nothwendig b < 90°, da sonst, 
wegen a > b , a + b > 180° wäre. Ist B = 90°, so ist A + B 
= 180°, also a+b= 180°, und da A =B, so ist auch a = b, also 
a = b = 90°; ist endlich B > 90°, so ist A + B > 180°, also 
a-fb >_180°, und da B > A, so ist auch b > a, mithin b > 90°, 
da für b < 90°, und a < b, a -f b < 180° wäre. In derselben Weise 
findet man die Beziehung zwischen C und c. 

Aus der Gleichung cos a = cos b cos c folgt, dass a < 90° seyn 
wird, wenn b und c beide < 90° oder beide > 90° sind; a wird 
= 90° seyn, wenn b oder c es ist; endlich a > 90°, wenn eine der 
Seiten b und c grösser, die andere kleiner als 90° ist. 

2) Sey A = 90°, B = 90°. Nach §. 8 ist alsdann auch a = b, 
also da A + B • = 180°, mithin auch a + b = 180°, ist a = b — 90°. 
Da ferner die Gleichungen in Nr* 1 immer noch gelten , wenn nur 
B = 90° gesetzt wird, so ist jetzt 



aus (5) 
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eosc = cosC, sinc = sinC, 
also c = C, wobei jedoch C (wie c) willkührlich bleibt. Man wird 
sich, wenn man diesen Fall durch Zeichnung darstellen will , leicht 
überzeugen , dass die Spitze C der sogenannte Pol des durch AB 
gehenden grössten Kugelkreises ist, d.h. derjenige Punkt, der von 
letzterm Kreise nach allen Richtungen um 90° absteht. 

Von den Gleichungen in Nr. 1 sind keine beizubehalten , als die 
eben angegebenen, da für A = B = a~= b = 90° alle andern iden- 
tisch erfüllt sind. 

3) Ist A = B = C = 90°, so folgt aus Nr. 2, dass auch a == b 

= c = 90° ist. / 

4) Sey a = 90°, so hat man: 

tgbtgccosA = — 1,] ' cosb = — tgCcotgA,\ 

cos b = sine cos B, Jaus(l). cotgb = sin C cotg B, ( aus /g\ 
cosc=sinbcosC. ) cos c = — tg B cotg A X 

sinB = sinbsinA, ^ cotgc = sin B cotg C. / 

sin C = sine siüA. j aus w" cos b sin A = cosB sinC,) 
cos b cos C =— sine cos A,| ... coscsinA = cosCsinB,( 
cosBcosc = — sinbcosA.p 8 ^ cos A = — cosBcosC aus(7). 

Aus cos b = sin c cos B, cos c = sin b cos C folgt wie in Nr. 1, 

► 

dass wenn 

bi=90°auchB^90°, c^90*auchC = 90° 

und umgekehrt sey, welche Beziehungen übrigens auch aus §. 7 di- 
rekt abgeleitet werden können. 

5) Sey a = b = 90°, so ist nach §. 7 auch A = B = 90° und 
man hat den Fall Nr. 2 ; dessgleichen Nr. 3, wenn a = b = c = 90°. 

6) Sey A = 90°, a = 90°. Aus (1) folgt jetzt : 

0 = cosbcosc, 

d. h. entweder cos b = 0, oder cos c = 0, mithin entweder b = 90°, 
oder c = 90°. Ist nun b = 90°, so ist nach Nr. 5 auch B = 90° und 
C = c; ist c = 90°, so ist auch C = 90° und B = b. Also wird jetzt 
das Dreieck nothwendig zwei rechte Winkel haben, also der Fall 
2 oder 5 eintreten. 
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Zweiter Abschnitt. 

Auflösung der sphärischen Dreiecke. 

; . §.9. . ' • 

In einem sphärischen Dreieck sind die drei Seiten a, b, c gegeben ; 
man soll die drei Winkel A, B, C desselben berechnen. 

(Diese Aufgabe ist offenbar identisch mit der: aus den bekann- 
ten Kantenwinkeln einer dreiseitigen Ecke die ihnen entgegenste- 
henden Flächenwinkel zu berechnen. Aehnliches gilt für die folgen- 
den Fälle.) 

Die Rechnung wird nach den Formeln (2) in §. 4 zu fuhren seyn, 

worin die Werthe tg^A, tg^B, tg$C im Allgemeinen das sicherste 

Resultat geben. Wenn man jedoch will, so kann man ganz direkt 

die Formeln (1) anwenden. Man hat 

cos a = cos b cos c + s»» b sin c cos A. 

Man bestimme nun den Winkel a so dass 
cos b cos c 

tga = — , cosbcosc — sinatga, 

sina 

so ist . cosa — cosbcosc cosa — sinatga 

cos A = 7—r— -. — = . , . — 

sin b sin c sin b sin c 

cosa cosa — sina sin a_ cos(a-f-a) 

sin b sin c . cos a sin b sin c cos a 

Eben so wenn 

cosa cos c cosa cos b 

cosB= . co »? + b > cosC= ™ ( r + c) . 
sina smc cos ß sin a sin b cos y 

Ist eine der gegebenen Seiten , z. B. a = 90°, so hat man zur 

Bestimmung der Winkel nach §. 8, Kr. 4 : 

cosb cosc 
cos B = - — , cos C = -r—r, cos A = — cotg b cotg c 
sine sinb 

oder dieselben Formeln wie vorhin. Wir wollen nun einige Bei- 
spiele berechnen. 

1) a = 72°14'26", b = 110° 18' 20", c = 48°50'42 / '. 
s = 4(a + b + c) = 115°41'44". 
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s-a = 43°27'18", s — b = 5° 23' 24", s-c = 66°51'2" 



log sin (s — a) = 9*8374524 
logsin(s — c) = 9*9635435 
Elogsins = 0*0452217 
Elogsin(s — b) = 1*0271746 



20*8733922 
logtg*B = 10-4366961, 
*B = 69°54'17'7" 
B = 139° 48' 35-4" 



log sin (s — b) = 8-9728253 
log sin (s — c) = 9*9635435 
E log sin s = 0 0452217 
E log sin (s — a) = 0*1625475 

19*1441380 
IogtgjA = 9*5720690, 
}A = 20° 28' 15*8" 
A = 40° 56' 3 1*7" 

log sin (s — a) = 9*8374524 
logsin(s — b) = 8-9728253 
E log sin s = 0*0452217. 
E log sin (s — c) = 0-0364564 

18*8919558 
logtg}C = 9-4459779 
*C=15°36'6*7" 
C = 31° 12' 13*5" 

2) a = 90°, b = 133°0'18", c = 122°0'43". 

log cos b = 9*8338239 (— ), log cos c = 9*7243545 (— ), 

E log sin c = 0*0716361 E log sin b = 0 1359077 

log cos B = 9*9054600 (— ) log cos C = 9*8602622 (— ), 

B = 143°33'0'7".' C = 136° 27' 30". 

log cotgb = 9*969731 9 (—) 
log cotg c = 9-7959906 (— ) 
• log cos A = 97657225 (~) 
A = 125°40'0*9". 

3) a=90°, b = 90°, c = 87°24'36". 

s = \ (a + b + c) = 133 0 42' 18". 
s _a = 43°42'18", s — b = 43°42' 18", s — c = 46° 17'42". 
log sin (s — b) = 9*8394438 log sin (s — a) = 9*8394438 



logsin(s — c) = 9-8590823 
E log sin s:= 0*1409176 
E log sin (s — a) = 0 16 05562 

19*9999999 
log tg*A = 9*9999999 
» 4 A — — 45 , . 

A = 90°. 



logsin(s — c) = 9*8590823 
Elogsin 6 = 0-1409176 
E log sin (s - b) = 0 1 605562 

19*9999999 
logtgJB = 9*9999999 
iB-45°. 
B = 90°. 
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log sin (s — a) = 9 8394438 
log sin (s — b) = 9*8394438 
E log sin s = 0-1409176 
Elogsin(B — c) = 0'1409176 

19*9607228 
log tg^C = 99803614 
}C = 43°42'18" 
C = 87°24'36"(§.8Nr.3)- 

Zur Uebung legen wir vor: 

a = 47°45'39", b = 69°49' 19", c = 80° 17' 36", 
i A = 48°24' 56", B = 71 0 29' 46", C = 95° 13' 26". 
a= 120° 55' 35", b = 85°36'50", c = 59°55'10", 
1A = 129° 47' 56", B = 63° 15' 12", C = 50° 48' 20". 
Zur Kontrole der richtigen Rechnung wird man etwa die For- 
meln (9) in §. 6 oder auch (3) in §. 4 benutzen können. 



i 



§.10. 

In einem sphärischen Dreiecke sind alle Winkel gegeben; man 
soll die drei Seiten berechnen. 

Für diesen Fall dienen die Formeln (8) in §. 5. Ist einer der 
Winkel, z.B. A ein rechter, so kann man sich derselben Formeln 
oder der in §. 8 Nr. 1 aufgestellten bedienen. 

1) A = 59°4'25", B = 94°23'10", C = 120° 4' 50". 
S = i (A + B + C) = 136°46' 125" 
S— A = 77°41'47-5",S— B = 42°23 / 2-5",S— C = 16Ml'22-5" 
log cos S = 9*8624961 log cos S = 9*8624961 

log cos (S — A) = 9-3285623 log cos (S — B) = 9'8684348 
E log cos (S — B) = 0- 131 5652 E log cos (S — A) = 0 6714376 
E log cos (S — C) = 0 0186931 E log cos (S — C) = 0 0186 930 

19*3413167 20-4210615 
log tg$a = 9-6706583 logtgJb = 10-2105307 

} a = 28° 6' 1 -77" b = 58*22' 24*57" 

a = 50° 12' 3*5" b = 116 ft 44'491" 

log cos S = 9*8624961 * 
log cos (S — C) = 9-9813069 
E log cos (S — A) = 0-67 1 4376 
Elogcos(S — B) = 0*1315651 

20*6468057 
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log tg$c= 10*3234028 
ic = 64°35'49-9" 
c= 129° 11' 39-9" 
2) A = 90°, B = 63° 16' 12", 0 = 135°33'39". 

log cos B = 9 6532654 log cos C = 9*8536947 (— ) 

E log sin 0 = 0-1548088 E log sin B = 0 0491460 

logcosb = 9*8080702 logcosc = 9*9028407 (— ) 

b = 50°O'O" c = 143° 5' 10*6" 

» . log cotgB = 9-7024034 

log cotg C = 100086027 (— ) 
log cos a = 9*7109061 (— ) 
a= 120° 55' 34". 
Zur Uebung legen wir vor : 

(A = 40°56'31*8", B = 139° 48' 35*4" C = 31° 12' 13 5", 
j a = 72° 14' 26", b = 1 10° 18' 20", c = 48° 50' 42". 
A = 90* , B = 50°2'l", C =92° 8' 23", 

ja=91°47'40", b = 50 Ä 0'0'„ c = 92°47'32". 
Auch hier könnte man durch Einführung von Hilfswinkeln die 
Aufgab e lösen. Man hat , nämlich : 

cos A + cos B cos C > 
sin B sin 0 ' 

man bestimme nun «aus 

cos B cos C 

so ist cos A + sinAtg« _ cos(A — a) 

cosa— gjnBginC — sin B sin C. cos«' 

Eben so wenn 

. cos A cos C cos A cos B 

8 *"~ sinB ,tgy_ " ihTC 1 
coob ^ cos(B-fl CQ£C= sosCC-y) 
6inA8mCco8/? , sin A sin B cos y 

; ' §. Ii. 

*- 

In einem sphärischen Dreiecke sind gegeben zwei Seiten b, c 
nebst dem von ihnen gebildeten Winkel A; es sollen die übrigen 
Stücke gefunden werden. 

Aus den Formeln (10) in §. 6: 



Digitized by Google 



238 Zweiter Abschnitt. 

folgt h (B + C) und i (B — C), woraus dannB und C erhalten wer- 
den. Die fehlende Seite a kann man aus einer der folgenden For- 
meln, die aus (9) und (10) sich ergeben, ableiten: 



cos}(b- 


h<0 


cos$(B- 


-C) 



1 sm4(B + C) * 

8tn , . = ^*g-!> cos JA = + t sin } A, 

sm$(B — C) 2 cos$(B — C) 2 

♦ ,, K _i_ ^ co«t(B + C) . , , sinJCB + C) 

W* = W(b + c). ^ (B _ c) ==tg > (b-c). ^^_ c j . 

Fürb-f-c = 1 80° ist auch (§. 7)B-j-C= 180°, $ (B + C) = 90°, 
so dass man bloss $ (B — C}zu berechnen hat (wobei b > cvoraus- 
gesetzt werde.) Für b = c ist auch B = C, also B + C = 2 B, 
B — C = 0. Die erste Formel gibt in diesemFalleB.(§.7Formel(ll)). 

Ist A = 90°, so kann man immerhin in derselben Weise ver- 
fahren, oder auch die Formeln des §. 8 anwenden: 

cos a = cos b cos c, cotg C = sin b cotg c, cotg B = sin c cotg b: 

Will man im allgemeinen Fall a direkt erhalten, so hat man 
nach (1): 

cos a = cos b cos c -f- sin b sin c cos A . 
Man bestimme nun a durch die Gleichung 

tg a = tg b cos A, sin b cos A = cos b tg a, 

so ist 

■ - « 

cosa = cosbcosc-)-sinccosbtga = (cos c cos a + sin c sin a) 

cos a 

cos b . cos (c — a) 
cos« 

Man kann noch eine zweite Ililfsformel zur Bestimmung von a 

in folgender Weise aufstellen: 

cos a = cos b cos c-f - sin b sin c cos A 

== cos b cos c + sin b sin c (1 — 2 sin 2 ^A) (erste Abthlg. §.14) 

= cos b cos c + sin b sin c — 2 sin b sin c sin 2 \ A 

= cos (b — c) — 2 sin b sin c sin 2 £ A. 

Also 1 — 2sin 2 £a= 1 — 2sin 2 |(b — c) — 2 sin b sin csin 2 ^A 

sin 2 £a = sin 2 £(b — c) + sin b sine sin 2 ^A. 

Man bestimme nun y> so, dass 

sin^A V sin b sine ... . 2 . . . 2l/U N . 2 
tgy= — \^ t ^ — — , sin bsin csin^A — sin'Kb — c)tg 



Digitized by Google 



Auflösung der sphärischen Dreiecke. 239 

sin 2 ja = sin 2 j(b — c) [1 + tg'y] = ^ 9 , 

. sin}(b — c) 

smia = — — , 

cos y 

wenn y zwischen 0 and 180° gewählt ist, in welchem Falle cos <p 
und sin \ (b — c) dasselbe Zeichen haben. Für b = c wäre einfach 
sin 2 { a = sin 2 b sin 2 $ A; sin £ a = sin b sin $ A, wie sich auch aus 

sinia = S *" T 1^ n<i sm t A für b = c, also B = C findet. 
* cos$(B — C) * 

Auch die zwei Winkel B und C könnten vermittelst Hilfswinkel 

berechnet werden. Man hat nämlich nach (5): 

cotg b sine — cos c cos A _ cotg c sin b — cos b cos A 

cotg B = — — , cotgC = — - — . 

0 sin A sm A 

Man bestimme nun ß und y (zwischen 0 und 180°) durch die 

■ * ■ 

Gleichungen : 

tg£ = cosA.tgb, tgy = cosA.tgc, 
also cotg b = cos A cotg ß, cotg c = cos A . cotg y, 

so erhält man 

cotg A sin (c — ß) • cotg A sin (b — y) 

cotg B = — * r-3 , cotg C = — 2 -J: U m 

Binß siny 

b = 140°7'56", c = 91°47'40", A = 129° 67' 59", also \ (b + c) 

— 1 1 5° 57' 48", J (b — c) = 24° 1 0' 8", $A = 64° 58' 565". 

log cos 1 (b — c) = 9*9601579 log sin i (b — c) = 9*6121 772 

log cotg JA = 9*6690051 ' log cotg JA = 9.6690051 

E log cos Hb + c) = 0-3587273 (— ) E log sin $ (b + c) = 0 0462042 

log tg \(B + C) = 9*9878913 (— ) log tg i (B — C) = 9*3273865 

{ (B + C) = 135° 47' 55*2" J(B — C) = 1 1°59' 51 5" 

logtgJ(b — c) = 9.6520192 

log sin i (B + C) = 9*8433460 

ElogsinKB — 0 = 0-6822053 

logtg$a= 10-1775705 

Ja = 56° 23' 59-8" 

a=112°47'59-6" 

§ (B + C) = 135° 47' 55.2" 

t(B — C)= 11° 59*- 5 1-5" 

durch Addition : B = 147° 47' 46*7" 

durch Subtraktion : C = 123° 48' 3'7" 
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Zur Uebung mögen dienen: 

b= 116° 44' 49", c = 129°ll'40", A = 59°4'25", 
B = 94°23'10", C = 120°4'50", a = 50°12'4". 
b = 129° 57' 59", c = 87* 51' 37", A = 88° 12' 20", 
| B = 130*0' 0", C = 87* 12' 28", a = 90°. 
b = 50° 0' 0", c = 92* 47' 32", A = 90°, 
|B = 50*2'i", C = 92°8'23", a = 91°47'40". 

§.12. 

In einem sphärischen Dreiecke sind gegeben eine Seite a and die 
zwei an ihr liegenden Winkel B, C; man soll die übrigen Stücke 
berechnen. 

Ans §. 6 hat man, wenn B > C : 

«/v . x cosi(B— C). t tÄ . sinJ(B — C) A 
tgKb + c) = co8 ^ B + c ; tgia, tgKb-c)^ siD ^ B + c ; tg^a; 

hieraus erhält man $ (b + c), J (b — c), also b und c; der Winkel A 
ergibt sich dann nach (9) in §.6; wenn man dort cos JA, sin $ A 
oder tg { A bestimmt. 

Man kann den fehlenden Winkel A übrigens auch direkt finden. 
Aus (7) folgt: . 
cosA = — cosB cos C+sinB sin C cosa; 
man bestimme nun den Winkel g> so dass 

tgqp = tgBcosa, sinBcosa = cosBtgg>, 

so ist 

cos A = —cos B cos C-hsin C cosB tg g> ( sm C sin y — cos Ccos <f> ) 

. , cosBcos(y + C) 

cosg> 

Die Seiten b und c Hessen sich ebenfalls in anderer Weise finden. 
Aus (5) folgt: 

cosacosC+sinCcotgB cos a cos B-f- sm B cotg C 

cotgb = ■ : — — ,cotgc= r ; 

sina sma 

man bestimme also die Winkel a, ß der Art, dass 

cotgB eotgC 
tg«= , tgß — „ no n - > 

so ist 



cosa " cosa 



. A , cotga.cos(C — a) cotg a. cos (B — ß) 

cotg b — — 5 -, cotg c = — - \ — . 

* cosa cosß 
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Ist a = 90°, so hat man nach §. 8 Kr. 4: 
cotg b = sin C cotg B, cotg c = sin B cotg C, cos A = — cos B cos C. 
FiirB = C ist auch b = c und also : 

, * tgja 
tgb -c^sB' 

woraus b (und also auch c) folgt. 

Da die Rechnung ganz der in §. 11 ähnlich ist, so mögen bloss 

Beispiele zur Uebung vorgelegt werden. 

a=120°55'35", B = 63°15'12", C = 50°48'20", 

A = 129°47'56", b = 85°36'50", c = 59°55'10". 

a = 90°, B=143°33', C = 136° 27' 30'', 

= 125°40', b = 133°0'18", c = 122°0'43". 



§. 13. 

In einem sphärischen Dreiecke sind zwei Seiten und ein Winkel 
gegeben, welch letzterer einer der gegebenen Seiten entgegensteht, 
also a, b, A; man soll die übrigen Stücke des Dreiecks daraus be- 
rechnen. 

Man hat zunächst nach (3): 

. , . . . _ „ sin b sin A 

sin a : sin b = sin A : 6in B, sin B — : . 

sina 

Aus dieser Formel ergeben sich zwei Werthe von B, wovon der 
eine zwischen 0 und 90°, der andere zwischen 90° und 180° liegt 
(vergl. erste Abthlg. §. 27). Wir müssen hiebei nun folgende drei 
Fälle unterscheiden : 

I. a+b < 180°, also auch A + B < 180°. (§. 7.) 

/a < b, also auch A < B, mithin B spitz oder stumpf, 

1) A<90°| (zweideutig), 

' ja = b, also auch A = B, mithinB < 90°, (unzweideutig), 

(a>b, „ „ A>B, „ B<90°, 
l a<b, also auch A<B, istunmögl., dasonstA-(-B> 180°, 

2) A = 90° a=b, n „ A=B, „ „ , „ „ A+B=180°, 

[ a>b, „ „ A>B, mithin B < 90° (unzweideutig), 
i a< b, also auch A <B, ist unmögl., da sonstA+B > 1 80°, 

3) A>90° a=b, „ „ A=B, „ „ , „ „ A+B>180°, 

(a>b, „ „ A>B, also B < 90° (unzweideutig). 

Dien* er, sphärische Trigonometrie. 16 
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II. a+ b = 180°, also auch A+B = 180°. 

(a < b, also auch A < B, also B nur stumpf, damit A + B 
& =180° (unzweideutig), 

Ja=b, also auch A=B, istunmögl., dasonstA+B< 180°, 
(a>b, „ „ A>B, „ „ , „ „ A+B<180°. 
i a< b, also auch A <B, unmögl., da sonst A +B > 180°, 

2) A = 90° ja=b, „ w A=B, also B = 90° (unzweideutig), 

(a>b, „ „ A>B, unmöglich, dasonst A+B < 180°. 
la<b, also auch A<B, unmöglich, 4a sonst A+B > 180°, 

3) A < 90° a=b, „ „ A=B, „ , „ „ A+B > 180°, 

(a>b, „ „ A>B,mithinBbloss<90°(unzweidtg.). 

III. a + b > 180°, also auch A + B > 180°. 
.a<b, also auch A<B, also B > 90° (unzweideutig), 

1) A<90° a=b, „ „ A =B, unmöglich, da sonstA+B< 180°. 

fa>b, „ „ A>B, „ , „ „ A+B<180°, 
ia<b, also auch A < B,B > 90° (unzweideutig), 

2) A = 90° a=b, „ „ A = B,unmögl.,dasonstA+B=180°. 

fa>b, „ „ A>B, „ , „ „ A + B<180°, 

!a<b, also auch A < B; B > 90° (unzweideutig), 
a=b, „ „ A = B,B>90° 
a>b, „ „ A>B, B kann beide Werthe haben 
(zweideutig). 

Mithin hat man zweideutige Fälle nur, wenn zugleich: 

a+b < 180°, A < 90°, a < b; odera + b > 180°, A > 90°, a > b. 

In diesem Falle ist aber die Auflösung noth wendig zweifach. Aus 

. „ sinbsinA 

sinB = . 

sma 

folgt für A < 90°, a < b, a + b < 180°, nothwendig ein spitzer 
Winkel B, der grösser ist als A, also ein stumpfer, kleiner als 
180° — A, mithin beträgt der stumpfe Winkel B mit dem Winkel 
A noch nicht 180°. 

Für A > 90°, a > b, a + b > 180° folgt für B ein stumpfer Win, 
kel, kleiner als A, also ein spitzer grösser als 180° — A, mithin 
beträgt der spitze Winkel B mit dem Winkel A*mehr als 180°. 

Natürlich kann es sich ereignen , dass bei beliebig gewählten 
Angaben ein Dreieck unmöglich wird (vergl. erste Abthlg. §. 27). 
Es wird diess geschehen, wenn sin B > 1 ausfallt. 
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Hat man B berechnet, so kennt man jetzt in dem Dreiecke a, b, 
A, B und findet c, C aus den Formeln (10) des §. 6. Sind beide 
Werthe von B zulässig gewesen , so erhält man naturlich auch zwei 
Dreiecke zur Berechnung. 

Sey z. B. a = 37° 48' 20", b = 50° 32' 40", A = 40° 36' 50". 

log sin b = 9*8876835 
logsinA=. 9*8135531 
E log sin a = 0*2125510 
log sin B = 9*91 37876 
155° 4' 47-4" 
(124° 55' 12-6" 

Es gibt also in diesem Falle zwei Dreiecke , in denen a, b, A 
dieselben Werthe haben. 

Für das erstere ist nun : 
}(b-f a)=44° 10'30", Kb— a)=6°22' J 0", J(B — A) = 7° 13'58-7", 

KB + A) = 47°60'48-7" 
logsin4(b + a) = 9 8431407 log sin KB — A) = 9*8700255 
Iogtgi(B — A) = 9-1035098 logtgiO> — a) = 9*0477731 
ElogsinKb— a) = 0*9549159 E log sin * (B — A) = 0*8999599 
log cotg i C = 9*901 5664 log tg} c = 9*81 77585 

*C = 51°26'17*6" $c = 33°18'59*7" 

C= 102° 52' 35*2" ? c== 66°37'59*5" 

für das zweite ist: 

Kb-f-a)=44°10'30",$(b— a) =6°22' 10", 4(B— A) = 42°9'11*3", 

KB + A) = 82°46'1*3" 
log sin { Cb + a) = 9*843 1 407 log cos ^ (B + A) = 9* 1 000400 
logtgJ(B — A) = 9*9567711 logtgi(b-fa)= 9-9874915 
E log »fr t (b — a) = 0*9549 1 59 E log cos \ (B - A) = Q- 1 299746 
log cotg \ C = 10 7548277 log tg \ c = 9*21 75061 

$C = 9°58'27" *c = 9°22'll*Ö" 

C = 19° 56' 54" c = 18° 44' 23". 

* 

. §.14. 

In einem sphärischen Dreieck sind gegeben eine Seite a, ein ihr 
anliegender Winkel B, und der ihr gegenüberstehende A; die übri- 
gen Stücke desselben zu bestimmen. 

Man hat . 

16* 
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sin a sin B 

sinA:8inB = sina:sinb, sinb = : — r — . 

sin A 

Hieraus folgen wieder zwei Werthe von b, und man muss, wie 
in §.13 folgende Fälle unterscheiden: 

I. A+B < 180°, also aucha + b < 180V (§. 7.) 

/A < B, also auch a < b, mithin kann b beide Werthe haben 

1) a<90°) (zweideutig), 

^ LA = B, also auch a = b, mithin b< 90° (unzweideutig), 
(A>B, „ „ a>b, „ b<90° 
/ A < B, also auch a < b, unmöglich, da sonst a + b > 1 80^, 

2) a=90°A=:B, „ „ a = b, „ , „ „ a+b = 180°, 

(A > B, „ „ a > b, b < 90° (unzweideutig). 
(A<B, „ „ a< b, unmöglich, da sonst a + b > 180°, 

3) a>90°A = B, „ „ a = b, „ , „ „ a+b > 180°, 

(A > B, „ „ a>b,b< 90° (unzweideutig). 

n. A + B = 180°, also auch a + b = 180°. 
iA < B, alsoaucha < b, alsob > 90°, damita+b = 180° 

1) a<90°) (unzweideutig), 

lA = B, also auch a = b, unmöglich, da sonst a + b < 180°, 
(A>B, „ n a>b, „ ,„ „ a+b<180°, 
(A<B, „ „ a<b, „ , „ „ a+b>180°, 

2) a=90 ö (A = B, „ „ a = b,b = 90° (unzweideutig), 

( A > B, „ „ a > b, unmöglich, da sonst a + b < 1 80°, 
IA<B, „ „ a<b, „ , „ „ a + b>180°, 

3) a>90°A = B, „ „ a = b, . „ , „ „ a+b>180°, 

(A > B, „ „ a > b,b < 90° (unzweideutig). 

in. A + B > 180°, a + d > 180°. 
(A < B, also aucha < b, b >90°, da sonst a+b nicht > 180° 
l)a<90V (unzweideutig), 

jA = B, also auch a = b, unmöglich, da sonst a + b < 180°, 
. \A>B, „ „ a>b, „. , „ „ a+b<180°, 

!A < B, also auch a < b, b > 90° (unzweideutig), 
A = B, „ „ a = b, unmöglich, dasonsta + b = 180°, 
A>B, „ „ a>b, „ , „ „ a+b<180 # . 
iA<B, „ „ a<b,b> 90° (unzweideutig), 
3)a>90°|A = B, „ „ a = b, b > 90° (unzweideutig), 

( A > B, » » a > b, b kann beide Werthe haben (zwei- 
deutig). 
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Zweideutige Fälle treten also nur dann ein, wenn gleichzeitig: 
A-fB < 180°, A<B, a<90°; A-fB > 180°, A >B, a > 90°. 

Dass aber diese Fälle wirklich zweideutig sind, ergibt sich wie 
in §.13. 

§. 15. 

Die in den §§. 9 — 14 behandelten Fälle umfassen die vollstän- 
dige Auflösung der sphärischen Dreiecke. Wir haben das recht- 
winklige Dreieck keineswegs davon abgesondert, da dasselbe natür- 
lich unter die allgemeine Regel fallen muss, wobei wir freilich mei- 
steos diesen besondern Fall noch besonders erörtert haben. 

Will man die Fälle des rechtwinkligen Dreiecks speziell zusam- 
mengestellt sehen, so kann man sich folgende Tabelle machen : 

Sey A der rechte Winkel , also a die Hypo- 
thenuse, b, c die Katheten, so hat man: 

1) Gegeben b, c d. h. die beiden Katheten. 
(Allgemein gelöst in §. 11.) 

cos a = cos b cos c, cotg C = cotg c sin b, 
cotg B = cotg b sin c. 

2) Gegeben a und b, d. h. die Hypothenuse 

und eine Kathete. (Gelöst in §. 13, wenn A = 90°, wobei dann für 

a + b < 1 80°, noth wendig a > b, B < 90 Ä seyn muss ; für a-f-b = 180° 

nur a = b, B = 90° ; für a -f b > 1 80°, nur a < b, B > 90° seyn kann.) 

cosa n * . sinb 

cos c = — r, cos C = cotg a tg b , sin B = - — . 
cosb sina 

(B = 90°, wenn b ^ 90°, §.8). 

3) Gegeben B, C d.h. die beiden andern Winkel. (Gelöst in §. 10). 

_ r. c6sC . cosB 

cos a = cotg B cotg C, cos c = . cos b = . ^ . 

* ° sinB smC 

4) Gegeben b, C, d. h. eine Kathete und der ihr anliegende Win- 
kel. (Gelöst in §. 12.) 

•r» v . ri tgb cotgC 

cosB = cosb sm C, tga— ^ cotgc= . , . 

cosC sinb 

5) Gegeben a, B , d. h. die Hypothenuse und einer der an ihr 
liegenden Winkel. (Allgemein gelöst in §. 14, wo A == 90°. Für 
B < 90°, also A+B < 180°, also A > B, ist dort, wenn a < 90°, 
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auch b < 90°; wenn a = 90°, b < 90°; wenn a > 90°, b < 90°. Für 
B = 90°, also A = B kann nnr a = b = 90° seyn. Für B > 90°, also 
A + B > 180°, und A < B, ist wenn a < 90°, b > 90°; wenn a = 90°, 
b > 90°; wenn a > 90°, b > 90°). 

cotgC = tgB cosa, tgc~tgacosB, sinb = sin asin B . 

(b = 90°, wenn B = 90°). 
< < 

6) Gegeben b, B d.h. eine Kathete und der ihr entgegenstehende 

Winkel. (Gelöst in §. 14, wenn man dort die Buchstaben a, b und 

A, B vertauscht. Da dann A = 90°, also wenn A + B < 180° seyn 

soll, B < 90°, mithin B < A, so wird, wenn b < 90°, azwei Werthe 

haben und b aber nur < 90° seyn dürfen; für B = 90°, also A + B 

= 180°, B = A, kann nur b = a = 90° seyn ; furB>90°, also A+B 

> 180°, B > A, kann nur b > 90° seyn, und a hat zwei Werthe). 

sin b 

sin a — -r-. -, cos C = tg b cotg a, tg c = tg a cos B. 
smß 

a ist absolut zweideutig, ausser wenn.b = B. 

Hat man ein wirkliches Dreieck vor sich, und will gewisse feh- 
lende Stücke aus gewissen gemessenen berechnen, so wird diess na- 
türlich «ach dem Obigen keiner weitern Schwierigkeit unterliegen, 
und man wird auch von vorn herein versichert seyn, dass das so 
berechnete Dreieck wirklich bestehe. Denn die gemessenen Stücke 
sind — der Annahme nach — aus einem wirklichen Dreiecke ent- 
nommen und sind in genügender Zahl , um das Dreieck zu bestim- 
men; die berechneten Stücke sind aus Gleichungen gefunden wor- 
den, welche jedenfalls richtig sind, und denen die Stücke des vor- 
handenen Dreiecks genügen; man wird also natürlich nichts Ande- 
res erhalten können, als eben diese wirklich bestehenden Stücke. 

Da man in den Anwendungen es begreiflicher Weise nur mit 
wirklich bestehenden sphärischen Dreiecken zu thun haben kann, 
so versteht sich ganz von selbst, dass man die in diesem Abschnitte 
aus einander gesetzten Auflösungsmethoden ohne weitere Bedenk- 
lichkeit wird gebrauchen dürfen. 

Wählt man jedoch die Angaben , nach denen gerechnet werden 
soll, beliebig, so muss man natürlich auf die Fundamentalbeziehun- 
gen achten, die wir früher aufgestellt haben. Sie sind : 
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1) In jedem sphärischen Dreiecke sind zwei Seiten zusammen 
grösser als die dritte. (§. 1. Nr. 1.) 

2) Die drei Seiten eines sphärischen Dreiecks sind zusammen 
kleiner als 360°. (§. l.Nr.4.) 

3) Jede Seite eines sphärischen Dreiecks ist kleiner als 180°. 

4) In jedem sphärischen Dreiecke sind die drei Winkel zusam- 
men grösser als 180°. (§. 1. Kr. 5.) 

5) Dieselben drei Winkel sind aber zusammen kleiner als 540°. 
(§. I.Nr. 3.) 

6) Die Differenz zwischen der Summe zweier Winkel und dem 
dritten Winkel liegt zwischen — 180° und 180°. (§. 1. Nr. 5.) 

7) Jeder Winkel eines sphärischen Dreiecks ist kleiner als 180°. 

8) Dem grössern Winkel* eines sphärischen Dreiecks steht die 
grössere Seite , und der grössern Seite der grössere Winkel ent- 
gegen. (§.7.) 

9) Sind zwei Winkel eines spärischen Dreiecks zusammen grös- 
ser, oder gleich, oder kleiner als 180°, so ist die Summe der ent- 
gegenstehenden Seiten ebenfalls grösser, oder gleich, oder kleiner 
als 180°. (§. 7.) 

10) Ist die Summe zweier Seiten eines sphärischen Dreiecks 
grösser, oder gleich, oder kleiner als 180°, so ist die Summe der 
entgegenstehenden Winkel eben so beschaffen. (§. 7.) 

11) Sind Seiten (Winkel) einander gleich, so sind es auch die 
entgegenstehenden Winkel (Seiten). Ein gleichseitiges sphärisches 
Dreieck ist also auch ein gleichwinkliges und umgekehrt. (§. 7.) 

12) In einem rechtwinklig sphärischen Dreiecke werden jede 
Kathete und der ihr entgegenstehende Winkel zugleich grösser, oder 
gleich, oder kleiner als 90° seyn. (§. 8. Nr. 1.) 

13) Hat ein sphärisches Dreieck zwei rechte Winkel, so sind 
auch die entgegenstehenden Seiten gleich 90°. (§. 8. Nr. 2.) 

14) Hat ein sphärisches Dreieck eine Seite =90°, so wird jede 
andere Seite und der ihr entgegenstehende Winkel zugleich grösser, 
oder gleich, oder kleiner als 90° seyn. (§. 8. Nr. 4.) 

Diess sind die Beziehungen, die man im Auge haben muss, wenn 
man Angaben machen will, die wirklichen Dreiecken entsprechen. 
Verletzt man aber diese Beziehungen nicht, so kann man frei 
wählen. Also: 
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a) wenn man die drei Seiten eines Dreiecks beliebig wählt, so 
jedoch, dass die Sätze 1—3 nicht verletzt sind, so kann man dar- 
aus immer ein sphärisches Dreieck konstruiren, 
also auch berechnen. Seyen AOB, BOC, AOD 
drei Winkel, die den obigen Bedingungen ent- 
sprechen; man drehe nun BOC um OB, AOD 
um AO, so werden zwei Kegelflächen entstehen, 
die sich schneiden werden, so dass also die 
Durchschnittslinie die dritte Kante der zu bil- 
denden Ecke ist, wenn OB, OA die zwei andern 
sind. Allerdings schneiden sich die zwei Ke- 
gelflächen zweimal, so dass zwei dreiseitige Ecken zu entstehen 
scheinen; da dieselben aber gleiche Kantenwinkel haben, so haben 
sie auch gleiche Flächenwinkel (§. 9), und sind also nicht verschie- 
den , wenn sie gleich nicht zur Deckung gebracht werden können. 
Die Konstruktion der Ecke ist aber auch Konstruktion des Dreiecks. 

b) Wählt man die Winkel beliebig, aber so, dass die Sätze 4 — 6 
nicht verletzt sind, so kann man immer damit ein sphärisches Drei- 
eck (körperliche Ecke) konstruiren. 

Sind A, B C die drei Winkel; 180° — A, 180° — B, 180° — C 
ihre Ergänzungen zu 180°, so werden letztere drei als Seiten be- 
trachtet, den Sätzen 1 —3 genügen (§. 1. Nr. 3, 5). Man kann also 
mit ihnen, als Seiten ein sphärisches Dreieck koustruiren; also gibt 
es ein sphärisches Dreieck, dessen Winkel A, B, G sind (§. 1. Nr. 2). 

c) Wählt man zwei Seiten so , dass der Satz 3 nicht verletzt 
ist, und einen Winkel so, dass der Satz Tnicht verletzt ist, so kann 
man, wenn erstere zwei den letztern bilden sollen , damit immer ein 
Dreieck konstruiren. 

Der Nachweis dieses Satzes ist höchst einfach. Wären in obi- 
ger Figur BOA , BOC die gegebenen Seiten , so drehe man BOG 
um BO, bis AOB und BOC mit einander den gegebenen Winkel 
machen; alsdann bildet OC in seiner neuen Lage die dritte Kante; 
AO, OB die beiden andern. 

d) Wählt man zwei Winkel so, dass Satz 7, und eine Seite so, 
dass Satz 3 nicht verletzt ist, so kann man damit , wenn erstere an 
letzterer anliegen sollen, immer ein sphärisches Dreieck bilden. 
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• 

Vermittelst des Satzes in §. 1. Nr. 2 wird diese Behauptung 
aus c) gerechtfertigt. 

e) Wählt man zwei Seiten und einen Winkel, der der einen 
Seite entgegenstehen soll, ohne dass die Sätze 3, 7, 14 verletzt 
sind, so wird mau damit höchstens zwei Dreiecke construiren können. 

Seyen in obiger Figur AOB, BOC die zwei Seiten , der an OA 
liegende, also BOC entgegenstehende Winkel gegeben. Durch OA 
lege man eine Ebene, die mit AOB den gegebenen Winkel mache; 
um OB beschreibe man, indem man BOC um OB dreht, eine Kegel- 
fläche, so wird dieselbe die fragliche, oberhalb der Papierebene 
(d. h. der Ebene BOA) befindliche Ebene entweder gar nicht schnei- 
den, oder in einer Geraden, oder in zwei Geraden, oder in einer Ge- 
raden berühren ; diese Geraden sind dann aber die dritte Kante. 
Also wird man entweder gar keine Ecke (sphärisches Dreieck), oder 
eine, oder zwei Ecken erhalten können. 

f) Wählt man zwei Winkel und eine Seite, die einem Winkel 
entgegenstehen soll, ohne die Sätze 3, 7, 12 zu verletzen, so kann 
man damit höchstens zwei sphärische Dreiecke konstruiren. Die 
Rechtfertigung dieser Behauptung ergibt sich aus e) nach§. 1. Nr. 2. 

Es ist nicht schwer zu übersehen, dass diese Konstruktionen 
auch unmittelbar auf die oben aufgestellten Sätze 1 — 14 führen 
würden; wir wollen uns jedoch, da diese für uns weniger von Inter- 
esse ist, dabei nicht aufhalten, indem wir dem Leser überlassen, 
sich den konstruktiven Beweis jener Sätze aus Obigem abzuleiten. 
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■ * . 

Berechnung der Flache des sphärischen Dreiecks. 

§• 16. 

Wir haben seither den Halbmesser der Kugel nie beachtet, wie 
diess auch ganz in der Ordnung war, da die aufgestellten Beziehun- 
gen ja im Grunde doch nur Beziehungen zwischen Kanten und Flä- 
chenwinkeln dreiseitiger körperlicher Ecken sind. Wenn wir aber 
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von der Fläche eines sphärischen Dreiecks sprechen, so ist von 
vorn herein klar, dass es auf den Werth des Halbmessers hiebei 
wesentlich ankommt. Wir werden unter Fläche des sphäri- 
schen Dreiecks nun denjenigen Theil der Kugelfläche verstehen, 
der von den drei Bögen, welche das Dreieck bilden, und Von denen 
jeder kleiner ist als der halbe Umfang des grössten Kreises der 
Kugel , umschlossen ist. Um dieselbe aber berechnen zu können, 
müssen wir zuerst auf einen stereometrischen Satz zurückkommen. 

Es folgt ganz unmittelbar aus §. 9 , dass weDn in zwei sphäri- 
schen Dreiecken die drei Seiten gegenseitig gleich sind, auch die 
diesen Seiten entgegenstehenden Winkel einander gleich seyn wer- 
den, so wie aus §.10 der umgekehrte Satz sich ergibt. Die Gleich- 
heit der Seiten (§. 1) zieht natürlich auch die Gleichheit der Bögen, 
welche das Dreieck bilden , nach sich. Zwei sphärische Dreiecke 
nun, deren Seiten und Winkel gegenseitig gleich sind, können eine 
solche Lage haben , dass sie einander decken können , oder auch 
nicht. Das Erstere ist leicht einzusehen; vom Letztern wird man 
sich die klarste Vorstellung machen, wenn man sich in die drei 
Eckpunkte eines sphärischen Dreiecks die drei Kugelhalbmesser ge- 
zogen denkt, diese dann rückwärts verlängert, bis sie die Kugel 
wieder treffen und durch .die so erhaltenen Eckpunkte ein Dreieck 
legt. Das letztere hat mit dem erstem offenbar gleiche Seiten, 
wird aber mit demselben nicht zur Deckung gebracht werden können. 

Zwei sphärische Dreiecke auf derselben Kugel, welche sich 
decken, haben natürlich gleiche Fläche ; aber auch zwei Dreiecke, die 
sich nicht decken, wenn nur die Seiten beider gleich sind, haben 
ebenfalls gleiche Fläche. Dieser letzte Satz wird in folgender , 
Weise bewiesen werden können. 

Sey ABC ein sphärisches Dreieck, OA, OB, OC die drei vom 
Kugel mittelpunkt O aus gezogenen Halbmesser, welche, rückwärts 
verlängert, die Kugel wieder in A' B' C treffen. Das Kugeldrei- 
eck A' B' C hat nun mit ABC gleiche Seiten, kann ^aber nicht mit 
ihm zur Deckung gebracht weiden» Denken wir uns die Sehnen 
AB, AC, BC, so wie A'B', A'C, B'C gezogen, so wird auch 

Sehne AB = A'B', AC = A'C', BC = B'C 
seyn, also werden die zwei um die (Sehnen-) Dreiecke ABC, A'B'C 
gezogenen Kreise gleiche Halbmesser haben (erste Abth. §. 28). 
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Diese Kreise liegen aber anf der Kugeloberfläche , indem sie nichts 
Anderes sind, als die Durchschnitte der Ebe- 
nenABC, A'B'C' mit der Kugelfläche. Die* 
von denselben umschlossenen Theile der Ku- 
gelfläche können aber, wie leicht ersichtlich, 
zur Deckung gebracht werden , sind folglich 
gleich gross. Zwischen den Bögen AB, AC, 
BC und dem um ABC beschriebenen kleinen 
Kreise der Kugel liegen zweieckige Flächen- 
Stücke, welche mit den entsprechenden zwi- 
schen A'B', A'C, B'C und dem um A'B'C 
beschriebenen kleinen Kugelkreise liegenden 
zur Deckung gebracht werden können. So 

z. B das zwischen AB und dem kleinen ~" ^ ^ 

Kreisbogen AB liegende, mit dem zwischen A'B' und dem klei- 
nen Kreisbogen A'B' liegenden. Zu dem Ende lege man nämlich 
A' auf B, B' auf A, also A'B' auf BA, was immer möglich ist, da 
AB = A'B'; alsdann uird der kleine Kreisbogen A'B' auf den klei- 
nen Kreisbogen BA fallen, welche zwei ebenfalls gleich gross sind, 
so dass die Flächenstücke sich decken. Die genannten Flächen- 
stücke sind also, ihrem Inhalte nach gleich gross , und da die gan- 
zen von den kleinen Kreisen umspannten Kugelstücke es auch sind, 
so ergibt sich ganz unmittelbar die Gleichheit der Flächeninhalte 
der Dreiecke ABC und A'B'C. 

Seyen ferner ABD, ACD zwei Halbkreise grösster Kugelkreise, 
also A und D zwei Endpunkte desselben 
Durchmessers, so bildet die Figur ABDCA 
ein sphärisches Zweieck, und dessen 
Fläche ist offenbar in der Kugelfläche so 
enthalten, als der Winkel BAC in 360°. 
Bezeichnet man den Winkel BAC mit A, ^ 
und drückt ihn in Graden aus, so hat man 
folglich, wenn r den Kugelhalbmesser be- 

■ 

zeichnet: 

Zweieck ABDCA = 4r ,^ A . 

Sey nun ABC ein sphärisches Dreieck, dessen Seiten sämmtlich 
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zu ganzen Kreisen verlängert seyen, so werden diese Kreise sich in 
den Punkten D, E und F nochmals durchschneiden. Die von 
BCFEB umspannte Halbkugel, auf der A liegt, enthält die Dreiecke 
ABC, AEF, ACF, ABE. Nun ist aber leicht zu sehen, dass die 
Dreiecke BCD und AEF gleiche Fläche haben, indem E in demsel- 
ben Durchmesser mit C, F in demselben mit B, A in demselben mit 
D liegt, was nach dem Obigen die Gleichheit der Flächen bedingt. 

Somit ist ABC + AEF = Zweieck ABDCA z= 
Ferner ABC + B AE = Zweieck CBEAC = 4 3^'° , 
ABC + ACF = Zweieck ABCFA = ~^g~> 

somit da 

ABC + AEF + ACF + ABE = 2 r 1 7r, 
hat man, wenn man obige drei Gleichungen addirt: 

. 2ABC + 2r^ = 4r^( A + ^ + C ), 
2ABC = 4t*n[— m \) = 4r*n{ 3^ ) 

ABC = 4^( A + B + g- 1W ), 

d. h. die Fläche des Dreiecks ABC verhält sich zur Kugel- 
fläche, wie sich der Ueberschuss der drei Winkel des 
Dreiecks über 180° verhält zu 720°. 

* * 

Diesen Ueberschuss pflegt man den sphärischen Exzess zu 
nennen und hat also, wenn er mit E bezeichnet wird: 

Fläche des Dreiecks = r -^-° = = 

je nachdem E in Graden, oder Minuten, oder Sekunden gegeben ist. 
Offenbar kann man kurzweg schreiben (erste Abthlg. §. 33) : 
Fläche des Dreiecks = r 2 arc E. (12) 
Da man durch grösste Kreise ein jedes sphärische Vieleck in 
sphärische Dreiecke zerlegen kann, so ist es leicht, den Ausdruck 
für die Fläche desselben zu finden. 

§.17. 

Wie aus der Formel (12) hervorgeht, handelt es sich, um die 
'Fläche des Dreiecks bestimmen zu können, um die Berechnung des 
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sphärischen Exzesses. Wir wollen zu dem Ende einige Formeln 
aufstellen , welche dazu dienen können, E zu bestimmen. Gemäss 
§. 1 schwankt übrigens E zwischen 0 und 360°. 
Man hat nun 

A + B + C — 180°==E, A + B + C = 180° + E, J(A+B+C) 

= 90? + |. 

cos \(A + B + C) = — sin % sin | ( A+ B + C) = cos |. 
Daraus folgt unmittelbar: 

sin| = — cosKA+B + C) = ~cosj(A + B)cos{C^- 

sinKA+B)sin|C 

cosj(a + b) sinjCcos^C cos$(a — b).sin$Ccos$C . g ß v 

cosjc cosjc 

8in^CcosiC r t/ ... i/ i «vi 
= CQ8 t c [cos4(a — b) — cosi(a + b)] 

= sin \ C cos IC 2 ^ a b ^ Ab § x 4) 
cosjc J i \ 

_ sinCsih jasin jbcos^acosjb 
cosiccosjacosjb 
= 4^-4sinb.si»C dagelbs 
cosjacos Jhcos^c 
d. h. nach §.4: 

. E V sin s . sin (s — a) sin (s — b) . sin (s — c) . , . 
2 — *' cosjacosjbcosjc ^ 

ferner 
E 

cos =f = sin J (A+B+C) = sin $ (A+B) cos { C+cos * (A+B) &m\C 

cosj(a — b)cos*jC . cos$(a-|-b)sin 2 ^C ^ ^ 

cos^c cos*Jc 



_ cosj(a — b).sins.sin(s — c)~[-co8^(a-|-b).sin(s — a)sin(s — b) ^g ^ 

cosic.sinasinb 

_ cos } (a — b) \\ cos c — \ cos (2 s — c)] -|- cos $ (a -|~ b) [i^os (a — b) 

cosjcsinasinb 
— cos (2 s — a — - b)j (erste Abthlg. §. 14 Formeln (24)) 
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■ 

cos $ (a — b) cos c — cos 4 (a — b) cos (a + b) -j- cos \ (a -f- b). 

cosCa — b) — cosj(a-j-b)cosc 

2 cos \ c sin a sin b 

cos c [cos \ (a — b) — cos \ ( a + b)] — cos \ (a— b)[2 cos *\ (a+b) — 1 J 
+ cos j (a + b) [2 cos 2 \ (a — b) — 1 ] (erste Abthlg. §. \ 4 (23)) 

2cos£csinasinb 
2 cos c sin \ a . sin \ b — 2 cos J (a — b) cos \ (a + b) [cos } (a + b) 

— cos j (a — b)] + cos j (a — b) — cos j (a + b) 

2 cos Je sin a sin b 
2 cos c sin Jasinjb + ^osa + cosb] .2sin$asin$b+2siniasin$b 

Ä 2cos£c. 2sin£acos$a. 2sin$bcosAb 

oos c + cos a + cos b -f- 1 
4cosJccos$acos$b 
oder wenn man cosc = 2cos 2 }c — 1 u.s.w. setzt: 

E cos a-f-cos b+cos c+ 1 _ cos 2 \ a+cos 2 { b+ cos 2 \ c — 1 
2 . 4cos$acos$bcos$c 2cos£acos$bcos$c 
Nach §.14 der ersten Abtheilung ist, wenn man die Formeln 
(13) und (14) beachtet: 

, E 

2 2cos^acos$bcos$c— cos 2 £a— cos 2 $b— cos 2 $c-|-l 

B .'n E V sin s . sin (s — a) sin (s — b) sin (sr— c) 

(1 — cos 2 £a)(l — cos 2 |b) — (cos \ a cos \b — cos Je) 2 

V sin s . sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 
sin 2 |asin 2 {b — (cos jacos^b — cos^c) 2 

Vsin s . sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 
[sin \ a sin { b -f - cos { a cos \ b — cos $ c] [sin $ a sin $ b — cos { a cos\ b 

V sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 

+ cos*c] (da M 2 — N 2 = (M + N) (M — N)) 
[cos { (a — b) — cos \ c] [cos — cos \ (a -f- b)] 

V sin s . sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 

. ( a— b+c"\ ( c+b— a"\ 0 a+b-fc . ( a+b— c^ 
2 8m l 4 ) sin l 4 ) * 2 sm 4 • sin t. ~ L 4 ) 

V sin s . sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 
. fs — b*\ . fs — sl\ . s . fs — c\ 



= 4 



V sin s . sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 
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sin'-. sin 2 — — . sin' -y-. sin 2 

1£? . s s . s-a s-a . s 
1 o sin —cos — . sin — — cos — — . sin - 



s — c 



-b s-b . s-c s-c 
•2-8 — 2 - 2 2- C08 T- S1D T- C ° S T- 

d.h. ,« \ / s s-— a s — b s — c „ x 

tgJE= \/ tg _ tg _tg_tg— . (15) 

(Ein anderer Beweis desselben Satzes befindet sich in Grunerts 
Archiv XX S. 358). ' 

Man hat ferner: 

cotg|^-tgKA + B+C)=-^^±|i§(er S teAbth.§.8) 

= cost(a — b)cotgtC + cosKa + b)tgjC « 
cosi(a + b) — cosl(a — b)tgiCcotgiC 9 

cos$(a — b) cotg^C + cosK a + b ) t gtG 
cos^Ca — b) — cos^(a + b) 
_ cos|(a — b)cos^C + cosKa + b)sinHC 

ab 

2 sin$Ccos$C.sin-.sin — 

2 2 

_ cos \ (a — b) + [cos i ( a + h) — cos { (a — b)] sin 2 £ C 

^ . a b 
sin C sin— sin- 

a b 

cos$(a — b) — 2 sin— sin — sin 2 £C 

„ n . a . b 
sin C sin — sin— 
2 2 

_ cos$(a — b) 2sin 2 $C _ cos$(a — b) 

.'.ab sinC ~~ . ~ . a . b Kt 

sin C sin — sin— sinCsin^-sm— 

2 2 2 2 

Da auch 

*, ab 
cosJ(a — b) , . . <u cotg-cotg- i 
_cos^acos^b + sin4asin^b_ 2 2 , 1 

. n . a . b~~ . n . a . b ~ slnC ^s«iC 

sinC6in — sin— smCsm — sin — 

2 2 2 2 

und 
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1 , ,r 1 1 - 2S1D 2 cosC f „ 

2 sin— cos— cos- 2 sin— cos— 
L Z 2, 2 2 

so hat man 

f E cosi(a-b) ( C ° tg l COtg l , t _ Mftl 

COtg ä= . » . b ~ tg * C= sinC + COtgC - ° 6) 
sin C sin -sin - 
2 l 

Da endlich 

A + B + C = 180° + E, A = 1 80° + E — (B + C), 
so hat man 

cos A = cos [180° + E — (B + C)], 

also (§.12): 

cos [180» + E - (B + Q] = - C ° S B C ° S (y + C) , (17) 

cos (p 

wenn tg g> = tg B cos a 

ist. Da 180° +E — (B + C) zwischen 0 und 180° liegt, so bestimmt 
(17) diese Winkel. Uebrigens kann man anch schreiben: 

cosCB + C-E) ^ 08 " 606 ^-^ 17<) 

1 COS (p 

und es liegt B + C — E zwischen 0 und 180°. 

Die Formeln (13), (14), (15) geben E aus den drei Seiten, 
und zwar (15) ganz unzweifelhaft, da \ E zwischen 0 und 90° liegt; 
die (14) dessgleichen , da f E zwischen 0 und 180° liegt; die For- 

• 

mel (13) kann jedoch zwei Werthe von \ E geben, und wenn man 

sie anwenden will , muss man vorher wissen , ob \ E zwischen 

0 und 90°, oder zwischen 90° und 180° liegt. Die Formel (16) 
E 

gibt — unzweifelhaft aus zwei Seiten und dem von ihnen gebildeten 

Winkel, während (17') E ebenfalls genau aus einer Seite* und den 
zwei anliegenden Winkeln gibt. 

/ ' S- 18. 

Wir wollen hier noch einige Aufgaben beifügen , deren Lösung 
sich aus dem Vorstehenden unmittelbar ergibt. 

1) Man kennt die Fläche F eines sphärischen Dreiecks, so wie 
zwei seiner Winkel, das Dreieck soll bestimmt werden. 
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Auflösung einiger Aufgaben. 257 

Sind B and C die gegebenen Winkel, r der Halbmesser der Ku- 
gel, C der dritte Winkel und E der sphärische Exzess, so ist 

A+B-fC = 180° + E, E=A-f B + C-180 0 , 
also nach (12) in §. 16: 

arc (A;+B + C - 180°) = ~ 

r 

woraus in Sekunden: 

.A = 180°-(B + C) + ^ 18 °- 60 - 60 , ' - 

r n 

wenn auch 180° — (B + C) in Sekunden gegeben wird. Jetzt kennt 
man A und kann nach §. 10 das Dreieck bestimmen. 

2) Man kennt die Fläche P nebst zwei Seiten a, b; das Drei- 
eck soll bestimmt werden. 

Nach (12) ist _ F 

arc ti = 

r* 

woraus E folgt. In (16) hat man nun : 

* a * b 
£ cotg -.cotg - 



COtg 2 = sinC +COtg °' 



woraus . ~ E ~ ■ a b 

sin C cotg — — cos C' = cotg - cotg - 

E . E .ab . E 

sin C cos - — cos C sm - = cotg -cotg - . sin 

2 L Z 4 Z 

(n V\ . a . b • E 

E 

Da nun — < 180°, so ist die zweite Seite dieser Gleichung po- 

2, j . 

E 

sitiv und also C — — positiv und kleiner als 180°. Dabei sind aber 

E 

noch zwei Werthe von C — — möglich , wovon der eine unter 90°, 

der andere über 90* ist. Fällt .dabei C noch unter 180° aus, so sind 
beide Werthe zulässig. 

3) Man soll ein sphärisches Dreieck durch einen Bogen vom 
Punkte A aus halbiren. 

Sey D der Punkt, in welchem der halbirende Bogen die Seite 
BC trifft; in dem Dreiecke ABD kennt man nun die Seite AB = c, 
den Winkel B und die Fläche F = der halben Fläche des Dreiecks ABG. 

Dionpor, sphärische Trigonometrie. 17 
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258 Dritter Abschnitt. 

Ist also E der sphärische Exzess dieses Dreiecks, berechnet aus 

F 

der Gleichung arc E=^, so hat man nach (16): 

E cotg |-. cotg {BD 
COtg 2 = sinB fC ° tgB> 



cotg - — cotg B sm [B — - J tg- 



cotg4BD = smB = 

c . r* 

cotg *m- 

wodurch \ BD, also auch BD gefunden wird» 



Vierter Abschnitt. 

Vergleichung der sphärischen Dreiecke, deren Seiten klein sind im 
Verhaltniss zum Halbmesser der Kugel, mit ebenen Dreiecken. 

§.19. 

Wir wollen annehmen, die Grössen a. b, c bedeuten die Längen 
der Bögen BC, AC, AB, und es sey r der Halb- 
messer der Kugel, den wir so gross annehmen, 

dass die Quotienten p ^, ~ klein genug seyen, 

dass man ihre sechsten und höhern Potenzen ver- 
nachlässigen könne (wobei wir also alle diejenigen 
Grössen weglassen, die r* im Nenner haben, wäh- 
rend der Zähler aus a, b, c besteht). Seyen ferner A, B, C die 
Winkel des sphärischen Dreiecks; A', B', C die Winkel eines ebe- 
nen Dreiecks, dessen Seiten gleich a, b, c seyen, F die Fläche die- 
ses ebenen Dreiecks. 

Unter all den gemachten Voraussetzungen hat man nach §. 16 
der ersten Abtheilung in dem Ausdruck (§. 4) 

, n 2 V sin s . sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) 

Sin \j — 1 - ~r — — 

sin a . sm b 

zu setzen : 
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8 l f*~\', 1 f*V • / x 6— a \fs— aV 

+ TiöOrO ' ™ b = 7 - K?)' + 1I0C7) ' 



und erhält: 




sinC=2 



m:)^(7)]tN(t) ! 

M20V r J J r L 1 i>\ r J M20 

(^)-] ? .[ 1 _.( i = 2 )' +i | 5 (=)-]. 



Multiplizirt man und lässt Alles weg, was r 6 in den Nenner er- 
hält, so hat man hieraus : 

, nC ^V,( S -a)( r b)( 8 -b) 

.ab 




s »4.( s _a)'+( g -b)M-(s-c) V 8 «+(g-a) 4 + (*-b)'+(s-c)« 
6r* ' ~120r* 

8 Vg-a) > +8Vs-b) 8 4-sVs-c) t -4-(s-a) > (g-b)'-K»-a) > (s-c)'+(s>b)g(^c)' 

3G r* 



a'-fb' a'-j-b 4 . a*b» 
" 6r» + 120r* " h 36r 4 




,' + ( g -t)i+(t-b)»+(r--c)' , » 4 +(8-a)'-Hs-b) 4 -H»-c)» 
1— 6r l 120r* 

" 867" 



, *' + b ' ■ a 4 + b 4 ■ a'b' 



6r» ' 120r» ' 36r 4 
(erste Abthlg. §. 28). Nun ist im Allgemeinen: 



* Man findet dieses in folgender Weise. Sey 



hat man, wenn man quadrirt, und obige Einschränkung beachtet 

1 _« + £ = 1+ 2i,2y,i; 



17* 
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demnach ist die obige Grösse unter dem Quadratwnrzelzeichen gleich: 

s » + ( s _ a )» + (s _ b) » + (s _ c) i 

12r 2 

s«+(s-a) 4 + (s-b) 4 +(s-c)' 
^ 240 r* 

|s 2 (s-a) I + s J (s-^b) 2 + s 2 (s-c) l + (8-a) l (s-b)' 
l+(s--a)'(s--c)»+(s--b)»(s--c)> 
^ 72t 1 ~- 

ls* + (s-a)*+( 8 ~b)*+(s-c)*+2s I (s~a)'+2s»(s-b)* 
__H-2s 2 (s-c) , -|-2(8-a) l (s--b)'+2(s-a) J (s-c) l +2(s-b) 2 (s-c) 2 

288 r* ~ 

_ v «» + (»- -a)»-f-( 8 -b)» + (» — c)' 

127 5 ~ 
ls 4 + (*— a) 4 + (s— b) *+ (s— c) *+ 1 0 [s *(s— a) *+ s »(s-b) 2 

(+s 2 (s^-c) 2 +(s-a) 8 (s-b) 2 +(s~a) 2 (s-c) 2 +(s-b) 2 (8-c)M 

ÜiÖr 1 ^ 

_ b» + (» — a)? + (»— b)»+( B — c)» 

(IV+(s— a) , +(s-b) , +(s-c) l J a +8[s*(s-a) l +8 J (s-b) 1 
, )+s '(s-c) *+(s-a) 2 (s-b) '+(s-a) 2 (s-c) 2 +(s-b) *(s -c) *]. 

" 1 ÜiÖr 1 ~ 

Nun ist 

s = i(a+b+c),s— a = i(— a+b+c),s — b = Ka~ b + c), 

s — c = |(a + b— c); 

hieraus folgt: 

s'+(s— ay+Cs-b'+Cs— c)' = a*+b J + c 2 . 
Ferner nach §. 23 der ersten Abtheilung: 

s(s — a) = bccos*y,s(s— b)=^accos 2 y, s ( 8 _ c ) = abcos 2^ 
( 8 — a ) (s — b) = ab sin * (s -± a) (s — c) = a c sin ' |', 
(s — b)(s — c^besin*^; 



mithin: 2x = —o, 2y-f-x* = /?, 

d. h.x = -}a, 2y = / 9-x» = < ?-ia», y = ^ — i«*, 
welches die im Text« angegebenen Weithe sind. 
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hieraus : 

8 2 (s-a) a +s 2 (s-~b) l +s , (8-c) , +(s-a) a ( 8 -b) , +(8-a)* 
(s - e)* + (•— b)» (s - c)> = b» c» [cos* y + sin 4 ^] + 

^c l [co8*|+8in*|] + a*b'[co« Ä f+8in*|]. 
Nun ist (erste Abthlg. §. 14) : 

4 A' t . .A' ri+cosA'A 2 , fl -cosA' V 1+cos'A' . 

cos T +Sm Y = l 2 ) + V 2 J = 2 ' 

mithin letztere Grösse gleich 

bV a'c* a»b* bVcos^A' + a'c'cos'B'-ha'b'cosC' 

2 

*~ t ~ 2 

4(a 2 b ^ +a ^ c ^ +b a c a )+3(a*+b l +c 4 )-2(a 2 b 2 +a'c t +b t c , ) 

- 8 ~ 

2( a * b * + a« c*+ bV) + 3(a 4 + b 4 +c 4 ) 

= — ; 8 ' 

Die durch 1440 r 4 dividirte Grösse ist also: 
( a ^b t +c t ) 8 + 2(a'b , + a , c , + b , c , ) + 3(a 4 + b 4 + c 4 ) 

= 4[a 4 +b 4 + c 4 +a , b , + aV + bV], 

mithin endlich : 

/ a' + b' + c' , a 4 + b 4 +c 4 +äV+aV+bV| 

2FV 12? h ~ ' 

Siü C = "ab r i a' + b' a 4 +b 4 , a'b' 

( 1 äT 4- " 1 " 120r 4 "^r 4 

Dividirt man mit dem Nenner noch in den Zähler und vernach- 
lässigt wie oben, so erhält man: 

2Fr , a'+b' -c» , 3(a 4 +b 4 )+c 4 + a t b > -4(aV-+W)1 * 
^^abL 1 1 12r« * 360 r 4 J 

als Endwerth von sin C. 

et ß of ß 1 

* Die Division Ton 1 — p+£ «ureh 1 — p + gibt: 1 -\ p— 

,,<„-.»+,.-r J e[i!t: 

r* 
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Nun ist (erste Abthlg. §. 28): 

— = sin C, 
ab 

also hat man 

sin C = sin C -j — - I -r^-= 

ab L ]2r 2 

, 3(a* + b*) + c* + a 2 b 2 --4(a 2 c 2 +b 2 c 2 n 

+ mr> J' 

sinC-smC 12r 2 + 36Ö7* ~J 

Daraus ergibt sich, dass C und C nicht viel verschieden sind. * 
Man wird also C — C; als nur wenig Sekunden (in der Regel) be- 
tragend ansehen. Setzen wir demnach 

C = C' + x, arcx = p + p > 

wo u und v zwei unbekannte Grössen sind. Diese Annahme ist nach 

dem Obenstehenden gerechtfertigt, und wird sich nochmals durch 

das Endresultat rechtfertigen. Es erfolgt aus dieser Annahme: 

u 2 u 2 
arc x = — i, arc s x = 0, cos x = 1 — \ arc 2 x ... = 1 — \ — j, 
r r 



a'-t-p'-fc* ■ a^^-t-^-f-a'b'-ha'c'-fbV , a' + b' 

" 12 ' *~ 360 * " ~ 6 * 

a 4 -+b 4 ■ a 3 b' 

ß ~ 120 36 5 

setzt man diese Werthe, so ist 

a'+b'-e» (a» + b')»-(a' + h')c» 
« -« = 12 •«(«-«) = • 

c 4 -2(a 4 +b 4 )-9a*b>-fa»c* + t>*C 
P-P- 36Ö * 

5(a 4 H-2aV + b 4 )-5(aV-|-bV) + c 4 -2(a 4 +b 4 ) 

— - 9a ' b 't;' c ' +b ' ci 

3(a 4 +b 4 ) + c 4 + a > b 2 -4(a 8 c'-hb t c t ) 
" 3§Ö" " 

* Aus der ungefähren Gleichheit von sin C und sin O folgt allerdings nur, dass 
entweder C = C oder C -f~ C' = 180°; da man aber aus den Werthen von sin \ C 
und sin £ C in §. 4 und §. 23 der ersten Abtheilung ebenfalls schliesst, dass unge- 
fähr sin 4 C = sin { C, so ist die oben angegebene Schlussweise gerechtfertigt. 
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sinx = arcx— 4aie 3 x... = "ä + n 

r r 

wenn man, wie immer, die Grössen mit r* im Nenner weglässt, 
mithin 

sin C = sin (C + x) = sin C cos x + cos C sin x = sin C £l — * p] 

+ cos ^ 

d. h. 

sin C — sin O =5= - g£ sin C + cos C (p + J,) 

2Fr a 2 +b 2 -c 2 , 3(a 4 +b 4 )+cM-aV— 4(aV-f-b'c 2 n 
-1^1 U? h 360r* J' 

und also zur Bestimmung von u, v (wenn man die Grössen beider- 
seits gleichsetzt, die dieselbe Potenz von r im Nenner haben): 

ucosC' = ff a ' + i2~ C> > -Y 8inC '+ vCosC< 
__2F 3(a'-t-b 4 ) + c 4 + a 2 b a -4(a 2 c 2 + b 2 c 2 ) 
■"ab* 360 
d.h. da (erste Abthlg. §. 22) a 2 + b 2 — c 2 = 2abcosC, also 

2F a 2 +b 2 — c 2 _ FcosC\ 
ab* 12 ~~ 3 1 
F ( 2 F 2 \ 
U= 3'V U = TJ 

2F 3(a 4 +b 4 )+c 4 + a 2 b 2 -4(aV+bV) F' s , n , 
vtobU — ab - 360 1 18 

d.h. ' 

cu . , < T3 (a*-r-b 4 )-f-c < +a > b 2 -4(a 2 c 2 +b 2 c 2 )+20Fn 
v cos C = sin C L ~ J * 

Aber (erste Abthlg. §. 28): 

- ■ • 

F 2 ^~(a + b + c)(a + b-c)(a— b + c)(— a-hb + c) 

10 

= -L(2a 2 b 2 + 2a 2 c 2 + 2b 2 c 2 -a 4 -b 4 --- c 4 ), 
lo 

also 

n , . ^r 7(a 4 + b 4 )-c 4 +14a 2 b 2 -6(a 2 c 2 + bVn 
v cos C = sin C'|_ ^ J 
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- ßmC 144Ö 

2abcosC'8inC'(7a t + , 7p 2 + 0 
~~ 1440 
_ 2absinC'(7a' + 7b' + c») 4F(7a' + 7b' + c' ) 
v ~ 1440 ~ 1440 

F(7a» + 7b' + c») 

~~ 360 

mithin F F(7a' + 7b'+c») 
arc x = ^ + ^ -, 

. _ 180.60.60 . . c , , 

also wenn wieder = q, so hat man m bekunden : 

t-C -3r'L I+ 120r' J' 
d. h. man hat folgendes Gleichungssystem: 

A ~ A == 37^L 1 + 120r' J 

B-B'=3 7 ,eL 1 + J'f (18) 

Addirt man diese Gleichungen, beachtet dass A' + B'+ C'= 1 80*, 
A + B-|-C = ^(^-f E(§. 16), so hat man in Sekunden: 

-S.D+^^l- <"> 

Würde man schon die mit r*dividirten Glieder vernachlässigen, 
so hätte man: 

E = J<,-A = A'+iE, B = B' + |E, C = C' + iE>| (2()) 

A' = A — JE, B' = B — iE, C' = C — JE, j 
d. h. unter dieser Voraussetzung wird das sphärische Dreieck 
wie ein ebenes angesehen, also auch berechnet werden 
können, wenn man zuerst jeden Winkel des sphärischen 
Dreiecks um den dritten Theil des sphärischen Exzesses 
vermindert.* Dieser Satz rührt von Legendre her und trägt 
seinen Namen. 

* Genau gesprochen, heisst der Satz so: Wenn ein sphärisches Dreieck, dessen 
Seiten klein sind im Verhältnis« zum Halbmesser der Kugel, mit einem ebenen 

i 
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Benützung des Legendro'schen Satees. 265 

Ist F, die Fläche des sphärischen Dreiecks, so ist nach §.16. 
F, = r 2 arcE, also 

welche Formel denselben Grad der Genauigkeit hat, wie (20). 

§.20. 

Der in den Formeln (20) ausgesprochene Legend re'sche Satz 
ist von der grössten Wichtigkeit für die Anwendungen. Er zeigt näm- 
lich, wie man, statt ein sphärisches Dreieck zu berechnen, ein ebe- 
nes berechnen kann. Da nun in der Regel letztere Rechnung weit 
kürzer ist, so ist dadurch natürlich eine grosse Erleichterung für den 
Rechner erzielt. 

Wir wollen nun die einzelnen Fälle, wie sie vorkommen können, 
betrachten, und dabei sogleich annehmen, dass a, b, c oder die Sei- 
ten des sphärischen Dreiecks, in Längenmass, natürlich demselben 
wie r oder der Kugelhalbmesser, gegeben seyen. 

1) Kennt man die drei Seiten a, b, c des sphärischen Dreiecks, 
das wir natürlich von der hier betrachteten Beschaffenheit anneh- 
men, so wird man zuerst F nach der Formel 

r = iV(a4-b + c )(a-f b -c)(a-b + c )(— a+b + c) 

= Vs(s — a) (s — b)(s — c) 
berechnen; dann gibt (20) E in Sekunden; berechnet man (nach 
§. 26 der ersten Abthlg.) die drei Winkel A', B', C des ebenen 
Dreiecks, in dem a, b, c die Seiten sind, so findet man die drei Win- 
kel A, B, C des sphärischen Dreiecks ebenfalls nach (20). 

2) Kennt man zwei Seiten a, b nebst dem Winkel C, den sie 
bilden, so wird man F nach der Formel (erste Abth. §. 28): 

F = }absinC 

zu berechnen haben, wobei freilich C = C — JE seyn soll; E kennt 
man af)er nicht, soll es im Gegentheil erst finden. Setzt man aber 
nun « _ F 

C = C_ 3?* 

so hat man 



Dreiecke gleich lange Seiten hat, so sind die Winkel des ersten gleich den entspre- 
chenden des zweiten, wenn jeder der letztern um den dritten Theil des sphärischen 
Kszessas vermehrt wird. 
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E = ^ sm^C — ^ =i-^f [sin C . cos — 

F 1 

cosCsin^peJ. 

Da man hier diejenigen Grössen vernachlässigt, welches r* im 
Nenner haben, so ist 

F FF 
cos— = 1, sin— = 

also 

~ ,abr. ~ . ^ Fl absinC 

E =i7rL 8mC — <fosC -37»i^=i— ^ 

da i ^ 0 ^? *^ zu vernachlässigen ist. Somit berechnet man E nach 
der Formel 

^ absinC 

berechnet ferner das ebene Dreieck, das die Seiten a, b, nebst dem 
von ihnen gebildeten Winkel C — iE hat (erste Abthlg. §. 25); sind 
dann A', B' die zwei andern Winkel, c die dritte Seite; so ist auch 
c die dritte Seite des sphärischen Dreiecks, A' -f- J E, B' -f - i E die 
zwei andern Winkel. 

3) Man kennt eine Seite c nebst den zwei anliegenden Winkeln 
A und B. Alsdann ist (erste Abthlg. §. 28): 

_ c*sinA' sinB' 
* ~2sin(A'-[-B')' 

Nun ist 
also 

sin A'. sin B' 



mithin 



si n(A+B<) 8i „( A + B _|^) ' 

e=1=sL sin ( A ~^ sin ^ B ~B) 

r ' ? Si „(A + B-|£|) 
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2 (sin A — cos A . ^ (sin B — cos B . 



2r ' sin(A+B) — cos(A-fB).|^ 



sin A sin B — sin (A + B) . 5—5 « 3 



3r 5 

3r 2 I qc* sin A. sinB 



• / a 1 t>\ /A.m F I 2r 2 *sin(A+B)' 
sin (A-fB) — cos (A+B) . 

wenn man die Division vollzieht und auf die seither festgehaltene 
Beschränkung achtet. Also wird man jetzt E nach der Formel' 

_£C^ sin A . sin B 
2r 2 sin(A + B) 

berechnen ; daun ein ebenes Dreieck auflösen, in dem c eine Seite, 
A — JE, B — JE die anliegenden Winkel sind, und so den dritten 
Winkel C, nebst den zwei andern Seiten a, b erhalten (erste Abthlg. 
§. 24) ; letztere sind die Längen der zwei fehlenden Seiten des sphä- 
rischen Dreiecks; der fehlende Winkel ist C'+JE. 

4) In den Anwendungen liegt die Aufgabe durchweg so , dass 
man eine Seite c nebst den zwei anliegenden Winkeln wie in Nr. 3, 
oder nebst allen drei Winkeln A, B, C kennt. In letzterm Falle 
wird man übrigens den sphärischen Excess nicht geradezu aus der 
Gleichung A + B + G — 180° = E ableiten könne, da A, B, C als 
aus der Beobachtung genommen, mit den unvermeidlichen Beobach- 
tungsfehlern (erste Abthlg. §: 45) behaftet sind. In diesem Falle 
wird man A, B, C zuerst auf 180 9 ausgleichen, d. h. wenn A+B + C 
= 180° -|- a, von A, B, C die Grösse £ et abziehen, und nun mit 
diesen drei Winkeln und der Seite c nach §. 28 der ersten Abthei- 
lung die Grösse F berechnen. Der sphärische Excess ergibt sich 
dann nach der Formel (20). Einer weitern Rechnung müssen dann 
allerdings noch ausgleichende Rechnungen vorausgehen, über die 
wir uns hier nicht weiter verbreiten können. (Vergl. §. 26.) 

Fällt die nach den gegebenen Formeln berechnete Grösse E der- 
massen klein aus, dass sie nicht mehr beachtet werden kann, so ist 
das Dreieck geradezu als ein ebenes anzusehen. 

Wir wollen nun an einem speziellen Falle zeigen , in wie weit 
man berechtigt ist, den Legendre'schen Satz anzuwenden. Aus 
Gleichung (16) in §. 17 folgt, dass für C = 90°, die Grösse E ihren 
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Maximumwerth erreicht; setzen wir also in Nr. 2; C = 90° und neh- 
men an, es sey 

, m 
a ~" b ~180' 

d. h. die Seiten des sphärischen Dreiecks umfassen einen Grad (den 
360. Theil des Umfangs des grössten Kreises). 
Nach §. 11 hat man hier 

= c^tg46^ = osß 
cosa 

logcotg45° = 10*0000000000 logtg 1° = 8*2419214687 
E log cos 1 0 = 0-0000661502 log cos B = 9 8494519245 
log tgB= 10*0000661502 log tg* c = 8-0913733932 
B=A = 45°0' 15*70879" *c = 0°42' 25*51979" 

c=l°24'6 1 03958" 

Nach §. 20 der ersten Abtheilung und dem Vorstehenden ist nun : 

r absinC ab^ 

d.h. 

E=f n V* - l 8Q - 60 - 60 f * V_60.60.rr ]0jr _. 31 . 11593 . 

also hätte man } E = 10*47197" mithin ein Dreieck zu berechnen, 
für welches 

a = ^ = b, C' = 89° 59' 49*52802". 

Da nun A' = B', so ist A' = B' = 90° — JC' = 45°0' 5*23598" ; 
ferner (erste Abth. §.21): 

c = 2 a sin { C = ~ sin 44° 59'5 4*7640 1 " 

log TT = 0*497 1498726 
log sin \C' = 9*849 4739 774 
E log 90 = 8*0457574905 

log- = 8*3923813405—10 
B r 

Also muss jetzt 

A = A' + i E = 45° 0' 15*70 796" = B 
seyn. Man sieht zunächst, dass A und B die obigen Werthe ha- 
ben, wenigstens bis auf 0*001". Was den obigen Werth von c an- 
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belangt, so wird er in Winkelmass (c") leicht erhalten werden ver- 
mittelst der Proportion: 

lt c 180.60.60 

r7r:180.60.60 = c:c", c"=-, . 

r n 

log ^- = 8*392 3813 405 

log 180 = 2-2552725 051 
log 3600 = 3556 3025 008 
E log n — 9-502 8501 273 
3*7068064737 
c" = 5091*03958"= 1° 24' 51*03958", 
so dass, wie man sieht, beide Werthe vollkommen zusammenstim- 
men. Ein Grad beträgt auf der Erde ungefähr 15 Meilen; sind also 
die Seiten von Dreiecken auf der Erde von dieser Länge, so kann 
man ohne irgend ein Bedenken den Legendre'schen Satz anwenden. 

- 

§•21. - 

Es gibt noch einige in der Praxis häufig vorkommende Fälle, in 
denen durch annähernde Rechnung' in ziemlich einfacher Weise das 
gesuchte Resultat erhalten werden kann. Wir wollen von diesen 
jedoch nur die zwei folgenden besonders untersuchen. 

1) Gesetzt die Seiten a, b (in dem Sinne des §. 1) eines sphä- 
rischen Dreiecks seyen nahezu = 90°, so wird in den Formeln (2) die 
Grösse s = \ (a + b-J-c) nahezu = 90° -f- \ c, s — c also nahezu 
90° — Je, s — a und s — b nahezu Je seyn, mithin sins, sin(s — c) 
sin (8 — a), sin (s — b) nahezu cos \ c und sin \ c. Die Formeln 
(2) werden nun den Winkel C allerdings immer geben, allein da 
auch sin a und sin b nahezu 1 sind , so wird man ungefähr sin \ C 
= sin Je, also ungefähr C = c haben. Eben desshalb lässt sich für 
diesen Fall eine Formel aufstellen, vermittelst der man C leicht aus 
a, b, c erhält. 

Sey nämlich 

a = 90° — a, b = 90° — /?, C = c + x, 
wo nun x so klein sey, dass man arc 2 x vernachlässigen könne. 
Alsdann ist: 

cosa = sina, cosb = sin/3, sina = cosa, sinb = cos/?, 
und da auch a und ß nur klein sind : 
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cosa = arc«,cosb = arc/?,sina = 1 — $arc 2 a,sinb:= 1 — $arc 2 /9, 

wo man also erst arc s «, arc *ß nicht mehr beachtet. Nach §. 3 ist nun : 

^ cosc — cosacosb 

COS C — : r-r , 

sin a sin b 

d. h. das C = c-(-x: 

cos c — arc a arc ß 



cos c cos x — sin c sin x = 



1 — ^arc'a + arc 2 /?)' 

wenn man die über die zweite hinaus gehenden Potenzen von arc er, 

arc ß vernachlässigt. Setzt man also cos x = 1, sin x = arc x, so ist 

cosc — arc«. arc £ 

cos c — sin c arc x = — » — i 

1 — $(arc 2 « + arc 2 /J) 

[cos c — arc a . arc /?] [1. -f~ £ ( ar c 2 « -f- arc 2 ß)] 

= [1 — J(arc 2 « + arc 2 £)] U +Uarc 2 a + arc *ß)] 

= cos c — arc a . arc ß -f- \ cos c (arc 2 a -\- arc '/?), 

welchen Werth man durch Division ebenfalls erhalten hätte. Daraus 

folgt offenbar 

— sin c arc x = — arc a arc ß -f- \ cos c (arc 2 a + arc 2 ß) 

— — arc a . arc/S (cos 2 £c-j-sin 2 £c) +£(cos 2 $c — sin % \ c) 

(arc V + arc 2 /?) 

.Tarca + arc/JV . - , f Bxca--^ccß\ 2 , 
= ~~ 2 V 2 J sm 2 *c + 2^ ^ J'cos^c, 

also da sin c = 2 sin^o cosj c : , 

(arca + arc/Tv 2 . /^arca — arctfA. 
- — y -J tg^c— ^ - ^J'cotgjc. 

Da hieraus folgt, dass arc 2 x schon die vierten Potenzen von 
arc «, . . enthält, so ist dieser Werth von arc x genau genug. Wer- 
den a und ß in Sekunden gegeben und bedeutet £ wie immer die 

' 180.60.60 . . e . . f. x a 

Zahl , so ist also in Sekunden I daarcx = -, arca = -, 

TT V Q Q 

arc = 

c J +x> ^i(^y teic -i(^ziy co ^, (a) 

Setzt man umgekehrt 

C=:C + Z 

so ist klar, dass z = — x, und wenn man in der Formel (a) statt c 
setzt C, so wird man keinen merklichen Fehler begehen, indem die 
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neben tg £ c, cotg \ c stehenden Faktoren selbst klein sind. Also 
hat man : 

c = C+z,z = i(^) , cotg i C-I(^)%g}C. (b) 

Wären a, b etwas weniges grösser als 90°, so wären a und ß 
negativ. 

2) In einem sphärischen Dreiecke seyen zwei Seiten a und b, 
nebst dem von ihnen gebildeten Winkel C gegeben; die Seite a aber 
sey sehr klein im Verhältniss zur Seite b. 

Angenommen man könne die vierte Potenz von arc a vernach- 
lässigen, so hat man also (erste Abthlg. §.16): 

cosa= 1 — $arc 2 a, sina = arca — farc'a, 
mithin nach §. 3: 

cos c = cos b [1 — { arc 2 a] -(- sin b cos C [arc a — £ arc s a] 
= cosb + sinbcosCarca — £cosbarc 2 a — Jsinb cosCarc'a. 
Daraus folgt also , dass c und b nicht sehr verschieden seyn 
können; man setze also 

c=b+x, 

so ist 

cos (b -f- x) = cos b -f- sin b cos C arc a — \ cos b arc 3 a — 
£sinbcosCarc 3 a, (n) 

d. h. 

cosbeosx — sinbsinx = cos b + sin b cos C arc a — }cosbarc 2 a — 

JsinbcosCarc'a. 
Würde man schon arc 2 a vernachlässigen, so musste man offen- 
bar auch arc 2 x vernachlässigen; unter dieser Voraussetzung hat 
man dann: 

cos b — sin b arc x = cos b + sin b cos C arc a, 
— sin b arex = sinb cos C arca, — arex = cos C . arc a, x = — a. cos C, 
als ersten Näherungswerth von x. Einen genauem Werth von x 
erhält man dadurch, dass man setzt 

arc x = — arc a . cos C + arc y, 
wo aber arey von der Art der Grössen arc 2 a ist. Vernachlässigt 
man nun noch arc 9 a, so ist 

arc 2 x = arc 2 acos 2 C, arc *x = 0, .... 
also jetzt cos x = 1 — Jarc 2 x = 1 — | arc 2 a cos 2 C, sin x = arc x 
= — arc a cos C + arc y, mithin 
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cos (b+x) = cos b ( 1 — J arc 2 a cos 2 C) — sin b [ — arc a cosC + arc y] 

= cosb — Jcosb cos 2 C arc 2 a + sinb arc acosC — sinbarcy, 
mithin, wenn man diesen Werth von cos (b x) in die Gleichung 
(n) einsetzt: 

cosb — icosbcos l Carc a a + sinb arc a cosC — sin b arc y = cosb 

-f- sinbcosCarca — {cosbarc'a, 
— sinb arcy = — { cos b arc 2 a + £ cos b cos* C arc 2 a = 

— $cosbsin 2 Carc 2 a, 

a 2 

arc y = ^ cotg b sin 2 C arc 2 a, y = { — cotg b sin 2 C. 

Einen weiter genäherten Werth erhält man endlich , wenn man 
arc x = — arc a cos C \ cotg b sin 2 C arc 2 a -\- arc z 
setzt, wo arc z von der Art der Grössen arc 8 a ist. Alsdann ist, 
wenn man arc* a vernachlässigt: 

arc 2 x = arc 2 a cos 2 C — cotg b sin 2 C cos C arc 3 a, arc 8 x 

= — arc 3 acos 3 C, 

also jetzt 

cos (b-f-x) = cosb[l — $arc 2 a cos 2 C-|-4cotgbsin 2 Ccos Carc 3 a] 
— sinb[ — arcacosC+icotgbsin 2 Carc 2 a-|-arcz+iarc s acos s C|. 

Setzt man diesen Werth in die obige Gleichung (n) ein , so ist, 
wenn man nach den Potenzen von arc a ordnet: 
cos b + sinb cos C arc a — $cos b cos 2 C arc 2 a — $cosb sin 2 C arc 2 a 
+ \ cotg b cos b sin 2 C cos C arc 3 a— £ sinb cos 3 Carc s a — sinb arcz 

= cos b + sin b cos C arc a — \ cos b arc 2 a — £ sin b cos C arc 3 a, 
woraus: 

— sinb arcz = — $cotg b cosb sin 2 C cos C arc 3 a — £ sinb cos C 

(1 — cos 2 C) arc 3 a, 
arc z = { cotg 2 b sin 2 C cos C arc 3 a + £ cos C sin 2 C arc 3 a, 

d. h. da arc z — — , arc a = — : 

Q Q 

a 3 

z = \ sin 2 C cos C - 2 (cotg 2 b + £), 

Q 



also mit grosser Genauigkeit: 



a 2 . . _ a 3 



c = b-f-x, x= — acosC + i — cotgbsin 2 C + $ — sin 2 CcosC 

(cotg 2 b+i), (c) 



r 
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worin a und x in Sekunden gegeben sind, q = ^0.60.60 

* 71 

v (log<> = 5*3144251332.) 

a 3 

Könnte man -5 vernachlässigen, so hätte man einfacher: 

a* 

x = — acosC + 1— cotgbsin*C; (c') 



Fünfter Abschnitt. 

> 

Geometrische, praktische und astronomische Aufgaben. 



§.22. 

Wir wollen in diesem Abschnitte eine Reihe von Aufgaben lö- 
sen , die wir, wie die Ueberschrift sagt, aus dem rein geometrischen 
Gebiete, dem der praktischen Feldmesskunst und dem der Astrono- 
mie entlehnen. Dabei gilt aber dieselbe Bemerkung, die dem ent- 
sprechenden sechsten Abschnitt der ersten Abtheilung vorgeschickt 
wurde. 

1) Man soll von dem Eckpunkte C aus auf 
die Seite AB einen senkrechten Bogen CD zie- 
hen. Sey D der Fusspunkt des Perpendikels 
OD, so hat man in den rechtwinkligen Drei- 
ecken DAC und CDB (§. 8): 

tg AD = tg AC . cos A, tgDB = tgBC . cosB. V 1 

Soll nun , wie unsere Figur es voraussetzt, 
D in das Dreieck fallen, so müssen aus diesen Gleichungen AD und 
DB beide kleiner als AB seyn. 

Es lässt sich aber leicht zum Voraus entscheiden, ob CD in 
das Dreieck ACB fallen kann oder nicht. Die Seite DC ist näm- 
lich entweder kleiner oder grösser als 90°; fällt nun CD in das 
Dreieck und ist die Seite kleiner als 90°, so müssen auch die Win- 
kel A und B des sphärischen Dreiecks kleiner als 90° seyn (§. 8. 
Nr. 1); ist dagegen CD > 90°, so müssen auch AundB grösser als 

Dienger, aphariache Trigonometrie. 28 
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90° seyn; wäre CD = 90°, so wären auch A und B = 90°, oder 
aber es fiele CD entweder mit AC zusammen, wenn bloss A = 90°, 
oder mit CB, wenn bloss B = 90°. Daraus folgt also jedenfalls, 
dass wenn die zwei Winkel A und B nicht beide kleiner, oder beide 
grösser als 90° sind, die Senkrechte CD keineswegs in das Dreieck 
fällt. Sind aber beide in dem angeführten Falle, so wird CD not- 
wendig in das Dreieck fallen. Denn wäre dann CK die Senkrechte, 
so raüssten die Winkel CAE, CBE beide spitz, oder beide stumpf seyn, 
* was nicht der Fall ist, wenn CAB und CBA beide spitz oder beide 
stumpf sind. Von einem Punkte C aus lassen sich, im Falle das 
Perpendikel nicht in das Dreieck fällt, aber im Allgemeinen zwei 
Perpendikel auf die Verlängerungen von AB ziehen, welche mit ein- 
ander einen grössten Halbkreis bilden; davon liegt dasjenige von 
ihnen, das < 90°, auf demjenigen Theile der Verlängerung von AB, 
der vom stumpfen Winkel des Dreiecks ausgeht, das andere auf dem 
andern Theile. 

Die Länge des Perpendikels ergibt sich aus der Gleichung : 

sin CD = sin AC . sin A, 
und CD ist spitz , wenn A und B es sind ; stumpf, wenn A und B 
stumpf sind; in diesen beiden Fällen fällt CD in das Dreieck ABC. 
Sind A und B nicht gleicher Art, so kann man beide Werthe von 
CD, die aus obiger Gleichung folgen, beibehalten; das Perpendikel 
(die Perpendikel) fällt dann ausserhalb des Dreiecks. 

Anmerkung. Man wird leicht übersehen, dass die so eben gestellte und ge- 
löste Aufgabe mit der zusammenfällt , von einem Punkte einer Kante einer drei- 
seitigen körperlichen Ecke auf die entgegenstehende Seitenflache eine Senkrechte 
zu ziehen , oder auch durch eben diese Kante eine Ebene zu legen, welche senk- 
recht steht auf der entgegenstehenden Seitenfläche. Betrachtet man nämlich die 
Spitze der Ecke als Mittelpunkt einer Kugel, und sind A, B, C die drei Punkte auf 
der Oberfläche dieser Kugel, in der die Kanten dieselbe schneiden, so ist die durch 
CD gelegte Ebene eines grössten Kreises die gesuchte Ebene. Der gefundene 
Winkel CD ist dann die Neigung der durch C gehenden Kante gegen die entgegen- 
stehende Seitenfläche. 

Ist O der Kugelraittelpunkt und man zieht OA, OB, die rückwärts in OA', OB' 
verlängert werden , so ergibt sich aus den obigen Untersuchungen offenbar folgen- 
des: der Fusspunkt der von einem Punkte der Kante OC auf die Ebene der zwei 
andern Kanten gefällten senkrechten Geraden fällt in den Winkel AOB, wenn die 
Flächenwinkel an OA und OB spitz sind (CD fällt innerhalb des Dreiecks und ist 
spitz) ; er fällt in den Winkel A'OB', wenn diese beiden Flächenwinkel stumpf sind 
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* 

(CD fallt in das Dreieck und ist stumpf); er fallt in den Winkel BOA', wenn der 
Flachenwinkel an OB stumpf, der an OA spitz ist (die spitze Senkrechte CE fällt 
ausserhalb des Dreiecks auf die Seite des stumpfen Winkels); endlich fällt er in 
den Winkel AOB', wenn der Flächenwinkel an OA stumpf, der an OB spitz ist. 
Ist der Flächenwinkel an OA = 90°, und der an OB <90°, so fällt der Fusspunkt 
in OA, ist er > 90°, in OA'; ist der Flächenwinkel an OB = 90>, so fällt derFuss- 

punkt in OB oder OB', je nachdem der Flächenwinkel an 0A^90°; sind endlich 

die beiden Flächenwiukel an OA und OB = 90°, so fällt der Fusspunkt in 0, d. h. 
die Kante OC steht senkrecht auf der Ebene der beiden andern Kanten. 

Für den Fall, dass in unserer Figur A=B = 90«, ist auch AC = BC = 90<>(§. 8), 
also hätte man tgAC = oo, cos A = 0, mithin tg AD = co . 0, d. h. AD bleibt un- 
bestimmt, wie natürlich, da in diesem Falle jeder von C aus auf AB gezogene Bo- 
gen (eines grössten Kreises) senkrecht auf AB seht , also der Fusspunkt desselben 
willkührlich angenommen werden kann. 

2) In einem Parallelepiped AE kennt man die Längen dreier in 
einem Punkte zusammenstossender Kanten K * 62 ' 

AB = a, AC — b, AD = c, so wie die Win- 
kel , welche dieselben mit einander bilden, 
CAB — «, CAD — ß, BAD = y. Man soll 
das Parallelepiped berechnen. 

Da man in jeder der drei in A zusani- 
raenstossenden Seitenflächen , welche Pa- j£ 
rallelogramme sind, zwei Seiten und den ein- 
geschlossenen Winkel kennt, so sind diese 
Seitenflächen vollständig bekannt; dess- 
gleichen also auch ihr Flächeninhalt und 
derlnhalt der Oberfläche des Parallelepipeds. 

Die drei Kanten AC, AB, AD bilden eine derseitige körperliche 
Ecke, in der die Kanten winke! gegeben sind; die Neigungswinkel 
der Seitenflächen gegen einander sind also die Winkel eines sphä- 
rischen Dreiecks, dessen Seiten a t ß y y sind, und zwar stehen diese 
letztern den Neigungswinkeln an AD, AB, AC entgegen. J)ie Be- 
stimmung derselben geschieht mithin nach §. 9. 

Die Neigungswinkel der Kanten AC, AB, AD gegen die Ebenen 
ABD, CAD, BAC sind nichts anderes , als die nach Nr. 1 berech- 
neten Perpendikel von den Eckpunkten des sphärischen Dreiecks 
auf die entgegenstehenden Seiten und zwar ist die Neigung von AD 
gegen BAC das auf die Seite a gefällte Perpendikel u. s. w. 

Sey nun die o> die Neigung von AD gegen BAC, so ist die Höhe 

18* 
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des Parallelepipeds = c . sin o, und da der Inhalt der Grundfläche 
= ab sin a, so ist derKubikinhalt des Parallelepipeds = abc sinasina). 
Bezeichnet man den an AB liegenden Flächenwinkel mit fi, so ist 
nach Nr. 1 : 

sin a> = sin fi . sin y, 

also ist der Inhalt des Parall elepipeds: 

ab c sin a sin y sin fi = 2 ab c Vsin s . sin (s — a) sin (s — ß) sin (s y), 

wobei & = i(a+ß + y) ist (§.4). . 

In derselben Weise verfährt man, wenn man den Inhalt eines 
dreiseitigen Prismas oder einer dreiseitigen Pyramide aus den drei 
zusammenstossenden Kanten und ihren Neigungswinkeln zu finden hat. 
Die^ Hälfte obiger Grösse gibt den Inhalt des Prismas; der 6. Theil 

den der Pyramide. 

3) ABCD sey ein sphärisches Trapez, in welchem AC und BD 
senkrecht auf AB stehen (natürlich sind alle Seiten Bogen grösster 
Kugelkreise) ; man kennt die Längen von AB = a, AC = b, BD — c 
und soll die Fläche des Trapezes ABDC berechnen 

Seyen A, B, C, D die vier Winkel des Vier- 
ecks, so sind also A = B = 90°, A + B = 180°. 
Man verlängere die Bögen AC, BD bis sie sich in 
F schneiden und sey F der Winkel an F in dem 
Dreiecke ABF. Da man die absoluten Längen von 
AB, AC, BD kennt, so kann man sie leicht in Win- 
kelmass verwandeln. * 

Wir wollen sie, der Kürze wegen, immer mit 
a, b, c bezeichnen. Die Fläche des Dreiecks ABF 

ist nach §.16: 

r 2 arcE, wo E = A + B-f-F — 180 = F, 
da A-f-B = 180° ist; die des Dreiecks CDF ist: 

r * arcE', woE' = 180° - C + 180° - D + F - 180° = 180« 

_(C+D)+F, 
indem die Winkel an C und D in CDF gleich 180° — C, 180°— D 
sind. Daraus folgt 



Fif.es. 
• F 




B 



abc 

* Die diesen Bögen zugehörigen Mittelpunktswinkel sind — ^, — — q, wenn 

180 00 f)0 

sie in Sekunden ausgedrückt werden, wo wieder Q = ' ' = 206264*8" ist. 
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Trapez ABCD = r * arc (E — E') = r 2 arc (C -f- D — 180°). 
Nun sind aber die Seiten AF, BF gleich 90° (§. 8. Nr. 2); also 
CF = 90° — b, DF = 90° — c, mithin (§.6. (10)): 

n cos4(CF — DF) 
tg 4 [1 80» - C + 1 80» — D] = C0 4(CF + DF) C ° tg * F ' 

also da (§.8. Nr.2):F = a: 

tg [180- » (C + D)] = ^£$1^ ^ *> 

oder <e — v> 

cotg i (C + D - 180«) — — >tg$(C-j-D) = 2\q, + c) COtg * "» 
tgKC+ D-180«) = £ig5]t gi a, 

d. h. man hat als Fläche des Trapezes: 

r J arc«,wotg4« = ^^i^tg4a, (22) 

Gesetzt nun, es seyen b, c, a so klein, dass man die über die 
vierte hinausgehenden Potenzen von vernachlässigen könne 

(§. 19), so ist (erste Abthlg. §. 16): ^ 
sta , (b+c)= ^_.p±?) S ,c„si(c-b) = l-i(^- b ) , • 

tgia = ^+i(^) 

also b + cT l (b + c)' -| 

sinifb + c) 2r L .24 t» J f, . IlV. - 

cosKc-b) tg ' a - i (e-b)' V + ntOiT 

8 r* 



r 6 VrJ T l»V.rJ 



Division und Vernachlässigung von yß- J folgt: N 
woraus dann der Ausdruck im Texte folgt. 
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_ a(b + c) r 1 (b + c) 2 l (c~b)h r 1 a ^ 
~~ 4r 2 L 24~"*~ 7 2 h 8~ r 2 Jv r 12rV 
_ a(b + c) T 1 (b + c) 2 . 1 (c-b) 2 1 an 
~~ 4r 2 L 1 24 r 2 "^8 r 2 "^rU 
a(b + c) f 3c'— 6bc + 3b 2 + 2a 2 — b 2 — 2bc— c 2 1 
~ 4r 2 L 1 " 1 " 24r 2 J * 

_ a(b + c) r . 2a 2 + 2b 2 + 2c 2 — 8bc "| 
~~ 4r 2 L 1_i " 24r 3 J 

_ a(b + c) f 1 , a 2 + b 2 + c 2 -4bc 1 
" 4r 2 L 1 "*" 12r 2 J* 

Da aber a selbst ziemlich klein, so ist 

* 1 1 i 1 sf 1 ^ 1 1 

t ^2 a = 2 arCa "^"3 arC V2 < V === 2 arCa + 24 arC ' 

also 

Als genäherten Werth von { arc a erhält man hieraus ^V^ , 

4r 

und da die dritte Potenz hievon schon r 8 im »Nenner enthält, so 
wird man arc 3 a nicht mehr zu beachten haben. Also ist 

2r J L*^ I2r' J' " 

d; L P ezABCD^^[l + a ' + b3 + C ;- 41)C ]. (23) 

Die Formel (23) hat denselben Grad der Genauigkeit, wie (21) 
in §. 1 9. Ist (23) nicht mehr genau genug, so gibt (22) natürlich grössere 

Schärfe. Man wird beachten, dass a ( b + c ) die Fläche des Tra- 

pezes ist , wenn es geradezu als geradlinig angesehen wird ; 
a 2 + b 2 -f- c 2 — 4bc,„, a ^ , . 

j2^? — bildet den Korrektionsfaktor dieser Rechnung. 

Sey z.B. a== 15869'5, b = 7310'3, c = 317*9 (Toisen) so ist 
b-f-c = 7628*2; ferner sey logr = 6'5141498, dann 
a 2 



- 2 = 0'000001966281 
12r* 

b 2 

— 2 == 0-00000041 7243 
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-^1=0-000000000789 *0> + <0 = 60 527859'95, 
12r 2 2 

0-000002384313 Trapez = 60527859-95.1*00000231 1735 

i^, = 0-000000072578 = 60 ™ 99 (Quadrattoiseo). 
12 r* 

0*000002311735 

1 + a> + b * + c '- 4l,c :r= 1-00000231I735. 
12r* 

4) Durch die drei Eckpunkte A, B, C eines sphärischen Drei- 
ecks wird eine Ebene gelegt, welche die Kugel in einem Kreise 
schneidet; man soll den Halbmesser und Mittelpunkt desselben be- 
stimmen. 

Sey 0 der Kugelmittelpunkt, E d«r gesuchte Mittelpunkt, so ist 
EA = EB = EC der gesuchte Halbmesser, und zugleich der Halb- 
messer des um (las ebene Dreieck ABC beschriebenen Kreises. Fer- 
ner ist Winkel EOA = EOB = EOC, und wenn r der Halbmesser 
der Kugel , so sind die Seiten des ebenen Dreiecks (erste Abthlg. 
§. 21) — 2rsin$a, 2rsin£b, 2rsin$c; ist also F die Fläche dieses 
Dreiecks, so ist (erste Abthlg. §. 28) : 

8r s sin£asin^bsin$c 

4F ~ • 

Die Gerade EO steht senkrecht auf der Ebene ABC und kann 
als Höhe der Pyramide ABCO angesehen werden, deren Inhalt also 
EO . F 

= — - — ist; da aber die Kanten OA, OB, OC gleich r sind, und 

ö 

AOB = c, BOC = a, AOC = b, so ist nach Nr. 2 dieselbe Grösse 
auch = | r 3 V sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s : — c), wo s = 
Ka+k + c). Also ist 



r» 



EO — — \/ sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c), 
und 

tgAOE— AE z= 2sm T a sinjbsinlc 

OIS Vsinssin(s — a)sin(s — b)sin(s — c) 
aus welcher Formel AOE (< 90°) sich ergibt. Dann hat man übri- 
gens auch 

EA = r sin AOE, EO = r cos AOE, 

r 

wodurch EA und EO bequemer gefunden werden. 
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Fi S . 64. 




Wollte man auch den Neigungswinkel der Ebene AOE gegen 
AOB haben, so hätte mari bloss ein sphärisches Dreieck aufzulösen, 
dessen drei Seiten AOB (=c), AOE, BOE (= AOE) wären; der 
BOE entgegenstehende Winkel wäre sodann der gesuchte (§.9). 

§.23. ; ; 

1) Der Winkel BGA liegt nicht in der durch C gehenden Ho- 
rizontalebene; man soll seine Projektion B'CA' auf diese Ebene be- 
stimmen, wenn man die Winkel BCB', AGA' kennt, welche seine 
Seiten mit derselben machen. 

Denken wir uns in C eine Senk- 
rechte auf den Horizont errichtet und 
betrachten dieselbe, so wie CA, CB 
(die Seiten des gemessenen Winkels) 
als Kanten einer dreiseitigen körper- 
lichen Ecke; dessgleichen diese Senk- 
rechte und die Projektionen CB', CA' 
als Kanten einer zweiten körperlichen 
Ecke, so werden die diesen Ecken entsprechenden sphärischen Drei- 
ecke ZBA, ZB'A' in Z denselben Winkel haben; da ferner ZB' = 
ZA' = 90", so ist (§. 8. Nr. 5) der Winkel bei Z gleich B'CA'. In 
dem Dreiecke ZBA kennt man' nun : 

die Seite ZB = 90° — BCB' ; ZA = 9G° — ACA' und BA = BCA, 
man kann also den Winkel/ (§. 9) berechnen, und erhält somit B'CA'. 

Die Formel (a) des §.21 wird hier in den meisten Fällen an- 
wendbar seyn. Man übersieht leicht, dass, wie bereits in §. 21, för 
ZB oder ZA > 90° (wenn also B oder A unter der Horizontalebene 
lägen) dieselben Formeln gelten, wenn man a oder ß negativ setzt, 
während natürlich unsere allgemeine Auflösung 
davon nicht berührt wird. 

2) Die drei Punkte A, B, C liegen in einer 
Horizontalebene, D ist über diese Ebene er- 
haben. In D misst man die Winkel ADB, 
BDC, ADC, in A die Winkel DAC, BAD nebst 
der Seite AB; man soll die Entfernungen der 
vier Punkte gegen einander bestimmen. 

In der dreiseitigen körperlichen Ecke, deren 



4' . 
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Spitze D'ist, kennt man die drei Kantenwinkel, findet also die drei 
Flächenwinkel (§.9); in der dreiseitigen körperlichen Ecke, deren 
Spitze A ißt, kennt man nun dje zwei Kantenwinkel DAC, BAD 
und den an AD liegenden Neigungswinkel der Ebenen CAD, BAD, 
der in der vorigen Ecke dem Winkel BDC entgegen stund. Dieser 
Winkel wird von den bekannten Kantenwinkeln gebildet; die Auf- 
lösung dieser Ecke geschieht also nach §.11. In dem Dreiecke 
DAB kennt man jetzt eine Seite AB und die zwei Winkel ADB, 
BAD , es wird also nach §. 24 der ersten Abtheilung berechnet ; in 
CAD kennt man nunmehr AD, DAC, ADC, das Dreieck ist also be- 
kannt; in BAC kennt man AB, AC, BAC, dasselbe ist also eben- 
falls bekannt (erste Abthlg. §. 25); in BCD endlich kennt man 
alle drei Seiten. Die sämmtlichen vorkommenden Längen können 
mithin berechnet werden. 

Man wird beachten, dass wir die Bedingung, A, B, C liegen in 
derselben Horizontalebene, weiter gar nicht beachtet haben ; sie ist 
auch so weit überflüssig, und wird nur dann nothwendig, wenn man 
di« horizontale Entfernung des Punktes D von A, B, C (die soge- 
nannte geodätische Entfernung, vergl. erste Abthlg. §.38) d.h. die 
Entfernung der Projektion des Punktes D auf die durch A, B, C 
gelegte Ebene von A, B, C kennen will. 

Sey E die Projektion von D auf die Ebene ABC, so wird der 
Winkel DAE nach §. 22. Nr. 2 und 1 gefunden werden, woraus dann 
leicht AE = AD cos DAE folgt. Da man nun auch DE = DA sin DAE 
hat, so findet man in DBE, worin DE, DB undDEB = 90° bekannt 
sind, BE; eben so ergibt sich CE aus DEC. 

3) Man soll eine Horizontalsonnenuhr konstruiren. 

In dem Punkte A der Erdoberfläche, wo die Sonnenuhr konstruirt 
werden soll, errichte man einen Stab, der parallel sey der Weltaxe*, 



* Das Himmelsgewölbe scheint sich jeden Tag um eine Axe zu drehen, die 
durch den Mittelpunkt der Erde gebt; diese Axe fällt zusammen mit der kleinen 
Aze der Ellipse, um welche letztere sich drehen raus«, um die mathematische Erd- 
oberfläche zu erzeugen (erste Abthlg. §. 38). Diese Axe heisst die Weltaxe; sie 
trifft das Himmelsgewölbe in zwei Punkten , welche Pole beissen, von denen für 
uns nur der eine , der Nordpol, sichtbar ist. Die Ebene , welche durch den Mit- 
telpunkt der Erde gehend, auf der Weltaxe senkrecht steht, schneidet die Himmels- 
kugel im Aequator. 
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der also mit einer durch A gehenden Horizontalebene einen Winkel 
mache, gleich der geographischen Breite des Ortes A (erste Abthlg. 
§. 38) oder gleich der Höhe * des Nordpols über dem Horizont. 

* In §. 36. Nr. 4 der ersten Abteilung wurde bereits die Bedeutung des Ze- 
niths erörtert. Ist A ein Punkt der Erdoberflache, Tig. M. 

und errichten wir in demselben eine Senkrechte auf 
diese Fläche (wie sie etwa durch die Richtung des 
Bleiloths angegeben wird) , so wird dieselbe , bis an 
das Himmelsgewölbe verlängert , letzteres in demje- 
nigen Punkte treffen, den man das Zenith von A 
nennt, so dass dasselbe also den senkrecht über A 
befindlichen Punkt des Himmels darstellt. Eine Ebene, 
welche durch A senkrecht auf die Richtung jener nach 
dem Zenith gezogenen Geraden gelegt wird, bildet 
den scheinbaren Horizont von A, der also Him- 
mel und Erde zu scheiden scheint. Der wahre 

Horizont von A geht, mit dem scheinbaren parallel, durch den Mittelpunkt der 
Erde , den wir uns zugleich als Mittelpunkt der Himmelskugel denken müssen. 
Denken wir uns nun durch das Zenith von A und einen Stern S einen Bogen gröss- 
ten Kreises am Himmelsgewölbe gezogen und verlängern ihn , bis er den (wahren) 
Horizont trifft, so heisst der Bogen zwischen Stern und Horizont (d. h. der ron ihm 
umspannte Winkel am Mittelpunkt der Erde) die Höhe des Sterns. Diess ist die 
wahre (oder geozentrische) Höhe ; messen kann man nur den Winkel, den die Li- 
nie AS mit dem scheinbaren Horizont AM macht, d. h. den Winkel SAM. Betrach- 
ten wir nun die Erde als eine Kugel, was genau genug ist, so wird sich aber der 
Winkel SCN aus dem Winkel SAM leicht berechnen lassen. Es ist nämlich 

SAZ = SCZ-|-ASC, 
d.h. 90° — SAM = 90° — SCN + ASC, 

SCN = SAM+ASC. 
Was ASC (die Parallaxe) anbelangt, so hat man 

sinASC:sinSAC = AC:CS, 

■ ■ „ * 

sin ASC = ^ . sin SAZ = ~ cos SAM. 

VÖ V/O 

CS ist die Entfernung des Sterns vom Mittelpunkte der Erde, AC der Erdhalb- 

messer. Bei den Fixsternen ist nun immer CS ungeheuer gross im Verhältnis« zu 

• , AC 
AC, so dass der Bruch — verschwindend klein ist; dasselbe gilt also auch von 

LS 

sin ASC, also von ASC, d. h. man wird haben 

SCN = SAM, 

bo dass mithin der wahre nnd scheinbare Horizont nicht unterschieden werden kön- 
nen, wenn es sich um Fixsterne handelt. Es kommt diess offenbar darauf zurück, 
die Erde selbst als einen Punkt zu betrachten , im Verhältnis s zur unendlichen 
Entfernung der Fixsterne. 
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Bescheint nun die Sonne diesen Stab , so wirft er einen Schatten, 
welch letzterer auf einem getheilten, horizontal liegenden Kreis, des- 
sen Mittelpunkt A ist, die betreffende Zeit anzeigt. Um den Kreis 
einzutheilen, bemerke man, dass die Zeit von einer Mitternacht zur 
andern in 24 gleiche Theile, Stunden getheilt, so dass die 12. Stunde 
auf Mittag, d. h. auf die Zeit fällt, in welcher die Sonne durch 
den Meridian von A geht (d. h. durch den Himmelskreis, der durch 
Pol und Zenith geht); nehmen wir nun an, die Sonne bewege sich 
am Himmel mit gleichförmiger Geschwindigkeit, der nämlich der 
Umwälzung des ganzen Himmelsgewölbes, so werden in jeder Stunde 
von ihr gleich grosse Bögen zurückgelegt werden. Verbindet man 
den Ort der Sonne in einem gewissen Augenblicke mit dem Kord- 
pol durch einen Bogen grössten Kreises (des Stunden- oder 
Deklinationskreises), so heisst der Winkel , den dieser Bogen 
mit dem Meridian am Pole macht, der Stundenwinkel, der beider- 
seitig vom südlichen Theile des Meridians von West gegen Ost und 
von Ost gegen West gerechnet wird, und zwar jeweils bis 180°, 
welch letzterer Werth Mitternacht entspricht, während 0 der Stun- 
denwinkel für Mittag ist. Da das Himmelsgewölbe sich gleich- 
formig dreht, so wird der Stundenwinkel der Zeit proportional zu- 
oder abnehmen, und zwar für jede Stunde um 15°. Für jeden Zeit- 
moment ist es somit sehr leicht, den Stundenwinkel zu erhalten; 
für die Zeit t Stunden vor oder nach Mittag ist er 15 t°. 

§ey nun der Stundenwinkel = <p° (also 
die Zeit= -^vor oder nach Mittag), so 

wird der Stab AB einen Schatten AE wer- 
fen, welche beide Linien in derjenigen 
Ebene sich befinden, welche durch die 
Sonne und den Stab AB in A geht; ist 
AM die Richtung des Meridians auf der 
Erde, so werden die drei Linien AB, AM 



Der Winkel SAZ ist also die Zenitlidistanz des Sterns S für A (eigentlich ist 
es SCZ beide aber fallen zusammen) ; Zenitlidistanz und Höhe betragen zusammen 
90». Die Höhe des Pols ist also der geographischen Breite, d. h. der Zenithdistanr 
des Aequators gleich. 
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AE die Kanten einer körperlichen Ecke seyn, in der BAM = Pol- 
höhe (= geographische Breite =) a ; <Ier Winkel der zwei Ebenen 
EBA, MAB ist nichts anderes als der Stundenwinkel <p, während 
der der Ebenen BMA, MAE gleich 90* ist. Man hat also (§. 8): 
cotg (p = cotg MAE . sin a, tg MAE = tg <p sin a. 

Hieraus folgt MAE, also kann man AE konstruiren, und wenn 
dann der Schatten auf AE fällt, so wird der Stundenwinkel der 

Sonne = also die Zeit seyn. Man zeichnet also, wenn man 

bloss ganze Stunden angeben will, auf der durch A gehenden Ebene 
eine Reihe gerader Linien, die mit AM Winkel machen, deren Tan- 
genten sind: tg 15°sina, tg30°sina, tg45°sina, .... und wenn der 
Schatten des Stabs auf diese Linien fällt, so ist es 1, 2, 3, ... . oder 11, 
10, 9, ...Uhr. 

Man kann diess Alles jedoch durch folgende Konstruktion er- 
reichen, die wir noch angeben wollen, da der Gegenstand nicht ohne 
Interesse ist. 

Rff. 68. 





Sey CBT ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem BCT gleich 
der geographischen Breite des betreffenden Ortes ist; man verlängere 
CT ganz beliebig, ziehe BR auf CB senkrecht, bis sie CT in R. trifft, 
ziehe Re senkrecht auf CR, und mache RV = BR; ziehe endlich 
mit VR um V einen Viertelkreis, den man in 6 gleiche Theile theilt, 
wenn man bloss Stunden auftragen will, in 12, wenn halbe Stun- 
den u. s. w. Durch die Theilpunkte ziehe man Halbmesser, bis sie 
Re in a, b, c, . . . schneiden, endlich verbinde man C mit a, b, c, so 
werden, wenn CR die Richtung des Meridians angibt, Ca, Cb, Cc, . . 
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die Standenlinien für 1, 2, ... oder 11, 10, 9 Man erhält in 

dieser Weise die Eintheilung für 12 — 6 nach Mittag, und 6—12 
vor Mittag, verlängert man aber die Standenlinien für 5, 4, . . . nach 
Mittag rückwärts, so erhält man die für 5, 4,... vor Mittag, und 
eben so, wenn man die für 7, 8, . . . vor Mittag rückwärts verlängert, 
die für 7, 8, . . . nach Mittag. 

Dass man bei dieser Konstruktion richtig verfahren ist, kann 
leicht bewiesen werden. . Sey z.B. RVc = <j> (hier 45°), BCT = a, 

CB = r, so ist BT = rsin«, TBR — a, BR = RV = — = rtg«, 

cos« b ' 

CB r 

alsoRc = RVtgy = rtgatgg>, CR = = , also tg cCR 

x cosa cos« 

= g^ = rtgatgy . — jp- = tg<p.sina, d. h. cCR ist der nach obi- 
ger Formel bestimmte Winkel für den Stundenwinkel <p. 

Dass die Rückwärts Verlängerung ebenfalls richtig ist, kann man 
leicht einsehen. Für 5 Uhr nach Mittag macht die Schattenlinie 
mit CR einen Winkel, dessen Tangente = tg 75° sin a; für 5 Uhr 
vor Mittag dagegen einen andern, dessen Tangente = tg 105° sin a 
= — tg 75° sin a; diese zwei Winkel betragen mithin zusammen 180°. 

Legt man jetzt CR in den Meridian (die Mittagslinie) und stellt 
dann das Dreieck CBT vertikal auf, so wird CB die Schatten wer- 
fende Kante seyn können. 

Anmerkung. Hiezu bedarf es allerdings der Kenntnis« der Richtung der 
Mittagslinie an der Stelle , in der die Sonnenuhr soll errichtet werden. In §. 25 
▼erden wir eine Reihe astronomischer Aufgaben , betreffend die Bestimmung der 
geographischen Breite, lösen , aus denen dann auch sehr leicht die Richtung der 
Mittagslinie (Meridian) gefolgert werden kann. Da man aber nicht immer diese 
astronomischen Hülfsmittel anwenden kann oder will , so wird es nothwendig , we- 
nigstens nahezu die Richtung der Mittagslinie leichter bestimmen zu können. Zu 
dem Ende errichte man in dem Funkte C, d- h. in dem Punkte , in welchem der 
Schatten werfende Stab soll errichtet werden, einen senkrechten Stab von beliebiger 
Länge, und beschreibe um C als Mittelpunkt eine Reihe Kreise auf der horizonta- 
len Ebene. Man beobachte nun die Länge des Schattens des Stabes, was mittelst 
der Kreise leicht geschehen kann, vor und nach dem Mittage ; der Moment, da der 
Stab den kürzesten Schatten wirft , ist als der wahre Mittag anzusehen und die 
'Schattenlinie ist die Mittagslinie. Am besten wird man sie finden, wenn man 
gleiche Schattenlängen vor und nach Mittag sucht und den Winkel der entspre- 
chenden Schattenlinien halbirt. Dabei ist freilich vorausgesetzt, dass die Sonne 
um Mittag (d. h. wenn sie durch den Meridian geht) ihren höchsten Stand am Him- 
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mel erreicht , vns wahr wäre t wenn ihre Deklination im Laufe eines Tages sich 
nicht ändern wütde. Für die Zeit um den 23. Juli oder 23. Dezember ist diess 
nahezu der Fall , so dass man diese Tage am sichersten zur obigen Bestimmung 
wählen wird. Da ferner der Endpunkt des Schattens nicht bequem beachtet wer- 
den kann , so wird man besser thun, am obern Ende des Stabes eine metallene 
Platte mit einer kleinen Oeffhung anzubringen und den Lichtpunkt, der hiedurch 
entsteht, als Endpunkt zu wählen. 

§. 24. , . 

1) Man soll die Länge des Tages für einen bestimmten Punkt 
der Erdoberfläche und für einen bestimmten Tag finden, d. h. berech- 
nen, wie lange die Sonne an diesem Tage über dem Horizonte des 
fraglichen Ortes bleibt. 

Ehe wir diese Aufgabe lösen, müssen wir noch einige Erklä- 
rungen vorausgehen lassen. Wir haben bereits mehrfach gesagt, 
dass das Himmelsgewölbe, an dem die Sonne sich befindet, sich 
gleichförmig um die Weltaxe dreht (zu drehen scheint, was übri- 
gens hier gleichgiltig ist), so dass also auch die Sonne mit diesem 
Gewölbe sich drehen wird. Wäre die Sonne nun fest, so würde 
ihre Bewegung gleichförmig und parallel dem Aequator, d. h. in 
einer Ebene vor sich gehen , die senkrecht auf der Weltaxe steht. 
Die Sonne hat aber, neben dieser allgemeinen Umwälzung, eine ei- 
gene Bewegung am Himmel , die der Richtung der täglichen Bewe- 
gung entgegengesetzt ist, nämlich von West gegen Ost geht. In 
Folge dieser eigenen Bewegung durchläuft sie während eines Jahres 
am Himmel einen grössten Kreis, der unter einem Winkel von 
23° 27' 28" den Aequator in zwei Punkten durchschneidet, welche 
der Frühlings- und Herbstpunkt heissen. Die Bewegung der 
Sonne in ihrer eigenen Bahn geschieht übrigens nicht ganz gleich- 
förmig. In Folge dieser Bewegung ändert die Sonne ihren Abstand 
vom Aequator fortwährend; welcher Abstand offenbar gemessen 
wird durch den Bogen eines grössten Kreis, welchen man durch 
Sonne und Pol, also senkrecht auf den Aequator legt; dieser Abstand 
d. h. das Stück zwischen Sonne und Aequator heisst die Deklina- 
tion der Sonne (woher auch der Namen Deklinationskreis für 
jenen Kreis rührt). Da man die Bewegung der Sonne kennt, so 
kennt man also auch ihre Deklination für jeden Tag und weiss, um 
wie viel sie sich im Laufe eines Tages ändert. Diess, in Verbindung 
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noch mit der ungleichförmigen Bewegung der Sonne in ihrer Bahn, 
macht, dass die Zeit von einem Meridiandurchgang bis zum andern 
nicht immer-dieselbe ist. Daraus folgt, dass die Tage, welche eben 
diesem Zeitintervalle gleich sind, ungleich lang wären, wenn sie 
bloss nach der Sonnenuhr (§. 23. Nr. 3) gemessen würden. Da 
man solche ungleich lange Tage für die Pendeluhren nicht brauchen 
kann, so hat man alle Tage als gleich lang angenommen, und da- 
durch eine mittlere Zeit erhalten, von der die eigentliche Sonnen- 
zeit, wie die Sonnenuhr sie gibt, abweicht, so dass der Meridian- 
durchgang der Sonne bald vor, bald nach 12 Uhr Statt findet. 

Die Sonne geht nun auf oder unter, wenn ihre Zenithdistanz 
— 90° ist, so dass also ihre Höhe = 0 ist. Kennt man den Stun- 
denwinkel (§. 23. Nr. 3) der Sonne für den Augenblick ihres Auf- 
gangs oder Niedergangs , so Iässt sich daraus unmittelbar auf die 
betreffende Zeit, und also auf die Tageslänge schliessen. 

Stelle nun S die Sonne vor, Z das Zenith, P den Nordpol also 
BZA den Meridian, AB den Horizont, so 
ist in dem Dreieck ZSP, ZP die Zenith- 
distanz des Pols = 90° — der geographischen 
Breite, ZS die Zenithdistanz der Sonne, 
ZPS der Stundenwinkel, PS = 90° — De- 
klination der Sonne. 

Bezeichnet man also die Deklination 
der Sonne mit 6, mit b die geographische 
Breite, mit z die Zenithdistanz der Sonne, mit s den Stundenwinkel 
derselben, so hat man (§. 3). 

cos z = cos (90°— b) cos (90°— 6) + sin (90°— b) sin (90°— S) cos s, 
wobei S negativ wäre , wenn sich die Sonne südlich vom Aequator 
befände; d.h. man hat: 

cos z = sin b sin ä -f- cos b cos d cos s. 
Allerdings geht die Sonne auf oder unter, wenn z = 90°; allein 
die Strahlenbrechung macht, dass die Sonne immer etwas höher 
zu stehen scheint, als sie wirklich steht, so dass man sie also be- 
reits sieht, ehe sie über den Horizont gelangt ist; diese Erhöhung 
beträgt alsdann etwa 33" (was wir mit e bezeichnen wollen, so dass 
also die Zenithdistanz = 90° -f- € seyn wird, wenn die Sonne auf- 
oder untergeht). Was ferner die Deklination $ anbelangt, so kennt 
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man sie nur für den Mittag des betreffenden Ortes, d. h. für den 
Augenblick des Meridiandurchganges; sie ist also beim Au£- und 
Untergang davon verschieden. In der Zeit vom Aufgang bis Mit- 
tag, oder von letzterem bis Untergang wird man annehmen dürfen, 
die Deklination ändere sich gleichförmig und wir wollen annehmen, 
sie wachse, und zwar um n" in 24 Stunden, oder wenn s um 360° 
wächst. Für den Augenblick des Aufgangs, dem der Stunden- 

n s 

winkel s entspricht, wird also die Deklination S — ^r- betragen, 

wenn s in Graden gegeben ist; für den Augenblick des Untergangs, 

n s' 

dem der Stundenwinkel s' entspreche, wird sie ausmachen. 

3b(J 

Bestimmt man also s und s' aus den Gleichungen 

cos (90° + e) = sinb sin — ^ J + cos b cos — ^Tj) cos s » 



> cos s 

J 



cos (90 0 + e) = sin b sin (j + + cos b cos (<S + 

so wird man die Stundenwinkel für den Aufgang und Untergang 
der Sonne, und daraus dann die Tageslänge erhalten. Um s oder s\ 



n s ns' 



zu bestimmen, wird man zuerst ^-r oder weglassen und daraus 

ooU ooU 



II s 

einen genähorten Werth für s = s' erhalten , den man in setzt, 

und dann s und s' genauer findet. Nähme die Deklination der Sonne 

ab, so wäre n negativ zu setzen. 

Sey b = 5 1 0 3 1 ' 47 ", 6 = 1 5 6 4' 1 5", n = 1 8' 2", t = 33". Man 

hat also zuerst näherungsweise 

> sin e + sin 6 sinb 

cos s ( = cos s') = !— — , 

cos b cos d 

woraus . = 110«47'7«; a.so J£ = UT Jg^JJ = 6<30«, 
mithin sin a + sin (S — 5' 30") sin b 

COS S = ■ ~ 

cos b cos (ö* — 6' 30") * 
woraus s = 110°39'8". 

Ebenso sin «4- sin (o* +5' 30") sinb 

CÖS S - 1 1 * 

cos b cos (£+5' 30") ' 
woraus s'= 110°55'6". 
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Verwandelt man diese Stundenwinkel in Zeit (15 0 auf die Stunde), 

► 

so erhält man : 

Aufgang der Sonne vor Mittag 7 Stunden 22 Min. 36 Sek., 
Untergang „ „ nach 7 „ 23 „ 40 „ 

Die Tageslänge also betrug 14 Stunden 46 Minuten 16 Sekun- 
den. Die Zeit des Sonnenaufgangs wäre also 12 — ;7 Stund. 22 Min. 
36 Sek. = 4 Stund. 37 Min. 24 Sek.; allein es ist diess nicht mitt- 
lere Zeit, wie die Pendeluhren sie zeigen, sondern wahre Zeit, wie 
sie von den Sonnenuhren angegeben wird. Da an dem betreffenden 
Tage die mittlere Zeit um 3 Min. 3 Sek. hinter der wahren zurück 
war, so zeigte die Uhr bei Sonnenaufgang 4 Uhr 34 Min. 21 Sek., 
bei Sonnenuntergang 7 Uhr 20 Min. 37 Sek. 

Die Summe s + s', um die es sich handelt , wenn man nur die 
Tageslänge zu finden wünscht, kann übrigens einfacher erhalten 

werden. Da nämlich immer klein ist , so wird man nahezu 

haben (erste Abthlg. §.16): 

(* ns \ . . ns 
"57^ ) =sin<J— cosJarc— , 
dbOS . ooO 

cos 0-;jä) = cos *+ 8in * arc ä' 

(, , mV .. ,, . ns 

cos 0+m) = C08 '~ 8in,arc ^ 

n s 

Mithin, wenn man arc 2 — r vernachlässigt: 



cos s — 



n s 

sin e -f- sin 3 sin b — cos 3 sin b arc 

' 360 

cos b cos 3 -f- cos b sin 3 arc ~- 



— _ J^sinfi+sin^sin b— cos 3 sin b arc ^tttj] 



cosbcostf— cosbsindarc^j^ 



360 J cos 2 b cos 2 3 

ns 



Tsin 8 + sin 3 sin b — cos 3 sin b arc ^1 
cosbcostf J 



r 
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. r . . . t . , i cosbsinä ns 
+ [sin € + sin ö sin b] — yj j-z arc — - 

i 

sine+siri <Jsinb . sine-f-shuJsinb „ ns . . ns 
cosbcostf eosbcostf 360 360 

Ist also 

sine+sintfsinb 

= 

cos b cos d ^ 

so ist y «, . i \ n s 

cos s = ^ — (/* tg ö — tg b) arc 



360 

Eben so , . n s 

cos s' = ju + O tg d — tg b) arc — , 



woraus 



cos s + cos s' = 2 fl, cos s . cos s' = jU*, 



n s 

wenn man immer arc 2 vernachlässigt. Aber (erste Abthlg. §. 14) : 

cos ' ^ — cos^scosAs' — sinAssinJs' = ^ V (l+coss)(l + coss') 

— J V(l — cos s) (1 — cos s') 



— {Vi +cos s-f-cos s'-f-cos s cos s' — \ V 1 —cos s—cos s'-f-cos s cos s' 

= iVT+2MV-}V^ 

Bestimmt man also y> aus 

sin s + sin S sin b 

cosy = ju = r — , 

x cos b cos 6 

so ist s + s' 

— — = 9, 8 .j- 8 < = 2 9 . 

In unserm obigen Beispiele war <p = 110° 47' 7", also s-{-s' = 
221° 34' 14- mithin Tageslänge = 221 Stund. 34 Min. 14 Sek. = 

14 Stund. 46 Min. 16{| Sek. 

2) Man soll diejenigen Orte der Erde bestimmen, deren läng- 
ster Tag 24 oder mehr Stunden beträgt. 

Wir haben in der vorigen Aufgabe die Länge des Tages für ei- 
nen bestimmten Ort und zu einer bestimmten Zeit zu finden gelehrt. 
Fällt nun (bei Orten auf der nördlichen Erdhälfte), und bei der 
grössten Deklination der Sonne, welche 23° 27' 28" beträgt, die 
Summe s-f-s' gleich 360° aus, so wird die Sonne am längsten Tage 
gerade 24 Stunden über dem Horizonte bleiben. Da dann <p = 180°, 
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cos tp = 1, so ist fi = — 1, also wenn a die Schiefe der Sonnen- 
bahn (23° 27' 28"): , > 

sinfi-f-sinasinb ^ 

cos b cos« " ' 
woraus dann b oder die geographische Breite zu suchen ist. 
Vernachlässigt man e, d. h. die Refraktion, so hat man: 
tg a tg b = 1, tg b = cotg a, b = 90° — or, 
d. h. diejenigen Orte, welche unter 66°32' 32" Breite liegen, haben 
am längsten Tage (23. Juni) die Sonne 24 Stunden über dem Ho- 
rizonte (Polarkreise). 

Wird € nicht vernachlässigt, so ist 

sin e = cos b cos a — sin a sin b == cos (b + «), 
d.h. b-f-a=:90 0 — e, b = 90° — (a + f). 

Für Orte, die noch mehr nördlich liegen, istb >90 <) — 

. . sin «4- sin a sin b _ . . . 

also dann 4: > 1» d. h. s 4- s' = 2 <p kann nicht mehr 

cos b cosa y 

bestimmt werden* oder mit andern Worten, zur Zeit unseres läng- 
sten Tages geht dort die Sonne gar nicht mehr unter. 

3) Man soll für Orte, die nördlicher liegen als die, deren Breite 
90° — (a-)-«) beträgt, die Dauer des längsten Tages bestimmen. 

Derselbe dauert von dem Augenblicke an, da die Sonne zum letz- 
ten Male aufgeht, bis zu dem, da sie das erste Mal wieder unter- 
geht, d. h. von dem Augenblick an, da der Stundenwinkel s (in IS T r. 1) 
= 180° ist, bis zu dem, da s' wieder 180° wird. Man muss also haben : 

cos(90 °+e)= sin b sin + cos 0 cos 0~aS^r) cos 1 80 °> ' 

cos(90°+e)=sinb(sin^-I^)-Nosbcos(^-^^)cosl80 0 , 

wenn <J, 6' die Deklinationen der Sonne bei den Meridiandurchgängen 
zu Anfang und Ende, n, n' die Zu- und Abnahme der Deklination 
in 24 Stunden bedeuten (wo im Anfang die Deklination zu- am 
Ende abnimmt). Vernachlässigt man übrigens diese Grössen, so 
hat man: 

— sin e = sin b sin d — cos b cos S = — cos (b -(- 6), 
b + ^ = 90°— e, ^^90°— (b + e), 

— sin s = sin b sin 6' — cos b cos S' = — cos (b 
b + <J' = 90° — 6, <*' = 90° — (b + *), 

19* 
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d. h. die Sonne geht zum letzten Male auf, wenn ihre Deklination 
= 90° — (b -f- e), und geht unter, wenn dieselbe Wieder so gross 
geworden ist. Die Zeit, die dazwischen verfliesst, ist die Dauer des 
längsten Tages. 

4) Alles Gesagte bezieht sich auf den Mittelpunkt der Sonne. 
Da die Sonnenscheibe am Himmel eine Ausdehnung von ungefähr 
32' hat , so wird es sich auf den nördlichen Rand beziehen, wenn 
man statt e setzt e-\- 16' und auf den untern, wenn man für «setzt 
e — 16'. Denn soll der obere Hand der Sonne am Horizonte er- 
scheinen, so ist es gerade dasselbe, als wenn man sich den Mittel- 
punkt durch die Refraktion um 16' erhoben denken würde und Hesse 
den Mittelpunkt erscheinen u. s. w. Die Grössen d und a beziehen 
sich immer nur auf den Mittelpunkt. 

Will man also in Nr. 2 den Ort finden , für den zur Zeit des 
Sommersolstitiums (23. Juni) während 24 Stunden beständig wenig- 
stens ein Theil der Sonne über dem Horizonte ist, so dass also um 
Mitternacht der obere Rand noch bemerkt wird, und er erst um fol- 
gende Mitternacht wieder untertaucht, so findet man 

b = 90°— (a+e+16'). 

Eben so wäre in Nr. 3 unter denselben Voraussetzungen 
6=90°— (b + e+16'). _ 

Will man für Orte, die einen längsten Tag > 24 Stunden ha- 
ben, die Dauer der längsten Nacht bestimmen, so hat man die Zeit 
zu ermitteln , die verfliesst von dem Augenblicke, da der Stunden- 
winkel beim Aufgange der Sonne = 0 ist, bis zu dem, wo er es beim 
Untergange ist. Bezieht man Alles auf den obern Rand, so ist also 

cos (90° + e + 16') = sin b sin 6 + cos b cos 6 = cos (b — 6), 
b — <J = 90°+e+16', 6 = — (90° + e + 16' — b). 

Wenn also die Deklination der Sonne = — (90° + e + 16' — b) 
(also südlich) geworden ist, erscheint zum letzten Male für Orte, 
deren Breite b ist, der obere Rand der Sonne am Horizonte, und 
sie haben Nacht, bis wieder die Deklination diese Grösse erlangt hat. 

5) Ehe die Sonne aufgeht, oder nachdem sie untergegangen ist, 
erscheint, durch Zurückwerfung des Lichtes in der Luft, Helle, 
welche man Dämmerung zu nennen pflegt. 

Die Erfahrung hat gelehrt, dass wenn (Morgens) in Folge der 
Dämmerung die kleinsten Sterne aufhören sichtbar zu seyn, die 
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Sonne noch ungefähr 18° unter dem Horizont sich befindet, wäh- 
rend man ohne Licht noch Gedrucktes zu lesen vermag, wenn sie 
sich ungefähr 6£° unter dem Horizont befindet. Um zu bestimmen, 
wie lange aü einem bestimmten Orte die Dämmerung dauere , wird 
man , wie in Nr. 1 den Stundenwinkel s für den Fall bestimmen, 
dass die Zenithdistanz der Sonne 108° beträgt (oder 96$° für den 
zweiten Fall), so wie s 2 für die Zenithdistanz 90° (wenn man die 
Refraktion hier ausser Acht lässt, da es bei diesen Rechnungen 
auf ausserordentliche Genauigkeit nicht ankommen kann); die 
Differenz s t — s 2 , in Zeit verwandelt, gibt die Dauer der Däm- 
merung. Ist also S die Deklination der Sonne , b die Breite des 
Ortes, so ist 

cos 108° — sintfsinb sinäsinb „ , 

coss l = - , coss 2 = - = tgdtgb. 

costfcosb costfcosb ° 

wenn man dieAenderung in der Deklination unbeachtet lässt. Zieht 

s s 

man hieraus s t , s 2 , so ist = Dauer der (Morgen- oder Abend-) 

Dämmerung. 

Ist der Ort auf der Erde so gelegen, dass um Mitternacht die 
Zenithdistanz der Sonne nicht mehr als 108° beträgt, so tritt die 
immerwährende Dämmerung ein, indem alsdann Abend- und 
Morgendämmerung unmittelbar in einander übergehen. Will man 
für einen Ort der Erde den Tag bestimmen , an dem diess zuerst 
Statt findet, so hat man d aus der Gleichung : 

cos 108° = sin S sin b + cos S cos b cos 180° = — cos (S -f- b) 
zu bestimmen, d. h. man hat 

108°= 180° — (<*+b), S = l2° — b. 

An dem Tage, an welchem die Deklination der Sonne = 72° — b 
ist, wird also immerwährende Dämmerung eintreten, und jeden Tag 
sich wiederholen, bis die Deklination der Sonne wieder 72° — b ge- 
worden. (Die Deklination der Sonne ist nie grösser als 23° 27' 28"). 
— Wan wird nun auch leicht einsehen , in welcher Weise die hier 
noch etwa zu stellenden Aufgaben dieser Art zu lösen wären, sowie 
ganz in derselben Weise in Bezug auf Auf- und Untergang eines 
Sterns verfahren werden kann. Ist der Stern ein Fixstern, d. h. 
ändert er seinen Ort am Himmel nicht, so wird die Deklination 
desselben immer dieselbe bleiben ; der Stundenwinkel , durch Divi- 
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sion mit 15 in Zeit verwandelt, wird aber dann Sternz^eit angeben, 
d.h. eine Stunde wird der 24. Theil des Zeitraums seyn, innerhalb 
dessen der Sternenhimmel seine Umdrehung einmal vollendet. Diese 
Zeit ist verschieden von mittlerer Sonnenzeit (Nr. 1), und es sind 
24 Stunden Sternzeit — 23 St. 56 M. 4*1 Sek. mittlere Sonnenzeit, 
und 24 Stunden mittlere Sonnenzeit — 24 St. 3 M. 56*6 Sek. 
Sternzeit. 

6) Die Deklination der Sonne, die wir im Vorstehenden für je- 
den Tag als bekannt angenommen haben , wird aus den astronomi- 
schen Tafeln entnommen; diese letztern sind aber für einen gewissen 
Ort (z.B. Berlin oder Wien) berechnet, so dass sie für jeden Tag 
eines Jahres die Deklination der Sonne im Augenblick, da sie den 
Meridian jenes Ortes durchschreitet, angeben. Gesetzt aber man 
wolle für einen Ort, dessen Lage auf der Erde bekannt sey, die De- 
klination der Sonne für den Augenblick finden, da sie den Meridian 
des letztern Ortes passirt, und dazu etwa die für Berlin berechne- 
ten Tafeln („Berliner astronomisches Jahrbuch") benützen, so muss 
man zuerst die Lage des neuen Ortes A in Bezug auf Berlin fest- 
stellen. Zu dem Ende bestimmt man den Winkel, den der Ber- 
liner Meridian und der des Ortes A (die beide sich im Pole durch- 
schneiden) mit einander machen, welchen Winkel wir von 0 bis 
180° östlich und von 0 bis 180° westlich zählen und die geogra- 
phische Länge des Ortes A in Bezug auf Berlin nennen. Da die 
Sonne in 24 Stunden (Sonnenzeit) 36*0° der Länge durchläuft, so 
wird sie in jeder Stunde 15° durchlaufen, und wenn nun A östlich 

(westlich) von Berlin, und zwar um t°, liegt, so wird die Sonne ~ 

Stunden früher (später) durch seinen Meridian gehen, d. h. der Mit- 

t 

tag von A wird — Stunden früher (später) eintreten , als der von 
Berlin. Man kann also leicht berechnen, welche Zeit in Berlin es 

♦ 

ist, wenn der Mittag in A eintritt, ivid da man die Aenderung der 
Sonne in 24 Stunden aus den Tafeln entnehmen kann, so wird sich 
nach §. 49 der ersten Abtheilung die Deklination der Sonne für den 
Mittag in A finden lassen. 

Sey z. B. A 28° 45' westliche Länge von Berlin, und man will 
die Deklination der Sonne für seinen Mittag am 13. August haben. 

i 
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Die Berliner Tafeln geben: 13. August 14° 46' 37"5", 14. August 
14°28'l7-0" lfr.August 14°9'42'7". 

Da A 28° 45' westlich von Berlin liegt, so tritt der Mittag um 

28 St. 45 M. __ j 55 m. später ein als in Berlin, d. h. in letzterer 
i o 

Stadt ist es alsdann 1 Uhr 55 M., für welche Zeit man dieDeklina 
tion der Sonne zu suchen hat. 

13. Aug. 14°46'375" _ 1R , 20 . V , 

14. Aug. 14° 28' 17.0" ' ° ' -13-8". 

15. Aug. 14° 9' 42*7" 
y, =14° 46' 37*5", 4y t = — 18' 20*5", J% = — 13-8", h?= 

X ' h ~~ 288' 

mithin in der Formel (h) (§. 49 der ersten Abthlg.) : 

• B = — 18' 20-5" — }Cj&<— !) 13«" = — 18' 142", 

«B = — 1' 27*4", y = 14° 45' 101", 
d. h. die gesuchte Deklination ist 14° 45' 10"1". 

. §.25: .' 

Im Vorstehenden haben wir die geographische Breite des Be- 
obachtungsortes als bekannt vorausgesetzt. Wir wollen desshalb 
einige Methoden betrachten, nach denen man dieselbe auf astrono- 
mischem Wege bestimmen kann. Die meisten kommen auf Höhen» 
messungen von Fixsternen zurück , deren unveränderliche Lage am 
Himmel bekannt ist; die Deklinationen, überhaupt die Lage der Fix- 
sterne am Himmel ist zwar selbst etwas veränderlich, in den astro- 
nomischen Jahrbüchern ist jedoch hierauf schon Rücksicht genom- 
men. Bei Höhenmessungen muss die Strahlenbrechung (Refraktion), 
die den Stern erhoht,also die Zenithdistanz verkleinert, vorher ab- 
gezogen werden, ehe man die Rechnung beginnt. * 

Die einfachste Bestimmungsweise der geographischen Breite ist 
allerdings die, dass man bei einem Sterne, der nicht untergeht, 



* Die besten Tafeln zur Berechnung der astronomischen Refraktion sind die 
von Bossel in „Tabuiao Regiomontanae etc." S. 538 ff. gegebenen, die auch in 
„Sammlung von Hilfstafeln. Herausgegeben im Jahre 1822 von H. C. Schumacher. 
Neu herausgegeben und vermehrt von G. H. L. Warnstorff. Altona. 1845*" 
S. 30 ff. abgedruckt und zum Gebrauch erläutert sind. 
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also nahe am Nordpole sich befindet, die Höhe (Zenithdistanz) misst, 
wenn er den Meridian passirt. Da diess in 24 Stunden zweimal 
geschieht, so erhält man zwei Höhen, und da beide Male der Stern 
gleich weit vom Pole absteht, so gibt die halbe Summe beider Höhen 
die Höhe des Pols, oder die geographische Breite. 

Nicht immer kann oder will man aber diese Methode anwenden 
und man hat desshalb -andere erfunden, von denen wir eine oder die 
andere näher betrachten wollen. 

I. Ein Stern, dessen Deklination S genau bekannt ist, wurde 
zu zwei verschiedenen Zeiten östlich vom Meridian beobachtet und 
seine Zenithdistanzen z, z', so wie die Zwischenzeit t (nach Stern- 
zeit) gemessen; man soll hieraus die geographische Breite <p des 
Beobachtungsortes ermitteln. 

V Rg.70. 




Seyen S, S' die zwei Lagen des Sterns , AZB der Meridian des 
Beobachtungsortes, Z seinZenith, P der Nordpol, AB der Horizont, 
so ist 

ZS = z, ZS' = z', (SH = h, S'H' = h', wenn h und h' die Höhen), 

PS = PS' = 90° — 6, ZP = 90°— 
und ZPS der Stundenwinkel der ersten Beobachtung. Der Winkel 
SPS' findet sich, wenn man t in Winkel verwandelt, d. h. 1 Stunde 
= 15° setzt. In dem Dreiecke PSS' kennt man nun die Seiten 
PS = PS' nebst SPS' findet also SS' nebst PSS' (§. 11); in ZSS' 
kennt man jetzt alle drei Seiten, kann also ZSS' berechnen (§. 9) ; 
der Winkel ZSP ist = PSS' — ZSS' oder er ist = PSS' + ZSS'. 
Welcher der beiden Fälle Statt finde, wird sich in der Praxis immer 
entscheiden lassen. In dem Dreiecke ZSP kennt man nun ZS, PS 
nebst ZSP, kann also die übrigen Stücke, namentlich ZP = 90° — <p 
berechnen (§. 11). 

JEb wird leicht seyn, diese Auflösung auf die Fälle auszudehnen, 
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da beide Beobachtungen westlich vom Meridian , oder auf verschie 
denen Seiten desselben gemacht wurden. 

Es dürfte nicht ohne Interesse seyn, eine analytische Auflösung 
dieser Aufgabe hier beizufügen. 

In den Dreiecken ZPS, ZPS' hat man, wenn ZPS = s, ZPS' = s' : 
cos z = sin 8 sin <p -f- cos 8 cos <p cos s, 
cos z' = sin 8 sin <p -f- cos 8 cos <p cos s' ; 
zugleich ist s' = s — r, wenn ? die in Winkel verwandelte Zeit t be- 
deutet, d. h. also man wird q> und s zu bestimmen haben aus: 
cos z = sin 8 sin <p -f - cos 8 cos y cos s, 
cos z' = sin 8 sin <jp -j- cos 8 cos <p cos (s — t). 
Durch Subtraction und Addition folgt aus diesen Gleichungen 
(erste Abthlg. §. 14): 

2 — I— jj 2 z' 

sin — - — sin — - — = cos 8 cos q> sin (s — \ t) sin \ t, 
z 1 z' z z' 

cos — ^ — 008 — - — = sin 8 sin dp + cos <J cos g> cos (s — { t) cos \ t, 

d. h. cos (p sin (s — Jr) = a, cos<pcos(s — ^r) = b — csingp, 

wo zur Abkürzung gesetzt wurde : 

. z-\-z r . z — z' z-4-z' i — z' 

8In __. sm __ cos— cos— • 

coscJsin^r cos<Jcos$t "cosJt 

Quadrirt man beide Gleichungen und addirt sie, so ist 
cos'y = a 2 + b 2 — 2bcsin9 + c2sm2 y> 
d. h. weil cos'y = 1 — sin 2 <p : 

1— (a 2 +b 2 ) = (l+c 2 )sin 2 y — 2bcsiny, 

woraus 

bc \ /l— a 2 — b 2 , b 2 c 2 

Sip y=T+7 2 ±v l+c 2 + (T +7y 

_ bc±Vl— a 2 — b 2 + c 2 — a 2 c 2 

- • 

Hieraus folgen zwei zwischen — 90° und -f- 90° liegende Werthe 
von (p, zwischen denen man dann zu wählen hat. Will man obige 
Formel zu logarithmischer Rechnung bequemer machen, so setze man : 

z + z' z — z' 
' tgJ Jg — CQt ^ T 
tg ^ cosjr^'* cosi// ' 
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. z+Z' . z — z' 

tg £ 

cos £ = . tg» = 



cosdsin Jrsin/* ö cos/* 
und erhält . sin £ sin (t// + a>) 

ein er, — 1 1—1 



sin O) = - — -, 

X S1I10) 



wobei t//, /*, £, <o zwischen 0 und 180* gerechnet sind. 
Man hat nämlich : 

a a tg£ 

tg xp = c, tgu = - cos£ = - — , tgw= , 

6r fe ^ bcost// sin/* 6 cos/* 

also 

^^% ( 7^^(l-^~b^)cos> + b l sin>cos> 

= (1 — a 2 — b 2 ) cos 2 xf) + b 2 cos 2 1// (1 — cos 2 xp) = 
cos 2 ^(l — a 2 — b 2 cos 2 ^), 

b 2 cos 2 1// 

a = bcosi//tg/*, a 2 + b 2 cos 2 i// = b 2 cos 2 i//(l +tg 2 /*) = — ~ 



cos*/* 



a 2 a 2 



tg 2 /*cos 2 /* sin 2 /* 

1 a * \y* b 2 c 2 

1 — a 2 — b 2 cos 2 xp — 1 — cos 2 £, c> — | ^_|_ c t^ — cos 2 V>sin 2 £, 

. . » 
a smu/ 

sin (p =b sin xp cos xp ± cosi//sin £= 2: + C os i// sin£=cos £ sini//cos/t 

^8 /* 

± cos xp sin £ = cos £ (sin i// cos /* ± cos i// tg £) = cos £ (sin i// cos /* 

v cos £ cos/*. . v 

± cos xp tg o> cos /*) = -(siniZ/coso) ± cosi//sino>) 

T C0S0) . T . 

cos£cos/* . x sin£ . / 

= ^ c sin (i// ± ö> ) = -r— sin ± «) . 
cos co r sin cd 7 

Kennt man 9 schon ziemlich nahe , so kann man einen mehr 

genäherten Werth auch dadurch erhalten, dass man aus der 

Gleichung 

sinz + z' . z — z' 

sin (s — \v) = 



cos $ cos y sin ^ r ' 
in der man den genäherten Werth von tp benützt, einen näherungs- 
weise richtigen Werth von s sucht, und dann mit s — % für ZPS' 
das Dreieck ZPS' auflöst. 

Hat man nun <p gefunden, so ergibt sich s sehr leicht. 
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Hat man die Höhen h, Ii' gemessen, so ist * 

h + h' h' — h h + h' . h' — h 

cotg-^— tg-y-cotg^r cos sin -y- 

tan, — - 1 , COS £ = r - : — : : • 

6r cosxp cososin}rsin/A 

A 

Ein Beispiel mag zur Erläuterung dienen. Die Angaben sind: 
<f = — 2°14'9", h = 26° 33' 2 10", h' = 36*41' 11*8", 
t = 2St. 35 M. 46*5 Sek. 

r .... 

Daraus 

* = 38*56' 375", ** = 19°28'18-7", < (h' + h) = 31°37' 16-4", 

i(h'— h) = 5°3'55'4". 

logtg^8-5915373(~) V±h = 1( ,2106204(-) 

E log cos ^ r — 0*0255779 * ^ 2 ' 

logtgV/-8'6171152(-) o tg }^ = 8-9476237 

i/>= 177 0 37'43-3", g % 2 
logcosi// = 9-9996280 (—) logcotg^= 10'4515295(— ) 

Elogcosi// = 0-0003720 (— -) 
logt gi ti = 9-6101456C— ), 
log sin ^ 9*5767832, 
logcosjU = 9'9666378(— ). 

logcos^i^ = 9*9302014 

log sin ^=-^ = 8-9459242 

E log cos 3 = 0*0003306 
ElogsinJr = 0-4771074 
E log sio fi — 0*4232167 N 
log cos ^ = 9-7767803, 
log sin? = 9-9038573, 
iogtg£= 10 1270769. 

log tg£ = 10- 1270769 log sin? = 9* 9038573 

E log cos fi = 0-0333621 ( —) log sin (t// — w) = 9-9022292 

logtgw= 10-1604390 (—) . E log sin ai = 0-0847876 

w = 1 24° 38' 58*5", log sin <p = 9'8908741 

t/; + «» = 302 0 16'41-8", y = 51°3'38-1" 
^—« = 52° 58' 44-8" 
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log sin f= 9-9038573 
log sin + •) = 9 9270953 (— ) 
E log sin co — 0-0847876 
log sin r/ = 9-9157402 (—) 
y = — 55°27'5".* 
Da der Beobachtungsort auf der nördlichen Erdhalfte lag, so 
gilt bloss der erste Werth von <p. Wir haben oben angenommen, 
beide Beobachtungen geschehen östlich vom Meridian. Es sind aber 
_ offenbar noch folgende Fälle denkbar: 

1) Die erste Beobachtung geschieht östlich, die zweite westlich 
vom Meridian. Jetzt tritt an die Stelle von s — z die Grösse z — s, 
da der zweite Stundenwinkel westlich ist; da aber cos (s — z) 
= cos {% — s), so bleiben alle Gleichungen ungeändert 

2) beide Beobachtungen sind westlich vom Meridian. Jetzt ist 
s ein westlicher Stundenwinkel und statt s — z hat man s-{-¥, so 
dass bloss — z für z zu setzen ist, man also hat: 

• h + h' h — h' 

_ tg 3 _ cotg— tg— cotgjr, 

tg ^~~cos}T tefi ~~ co&y 

h + h' . h — h' 
cos — - — sin — - — . •*../.. x 

fc 2 2 tg£ . sin£sin(i//±w) 

cos£ = J-T-. — : , tg o) = - — , sincp = 

cosdsin^TSin/* ° cos/i y sm co 

3) Die erste ist westlich. Die zweite wieder östlich. Jetzt ist 
s wieder ein westlicher Stundenwinkel und für s — z kommt 360° — 
(s + z); da aber cos [360° — (s -f- r)] = cos (s -(- z), so ist die Auf- 
lösung dieselbe, wie in Kr. 2. 

3 

Anmerkung. Es kann sich ereignen, dass für den Fall in Nr. 1 : h = h' wäre. 
Alsdann wäre h' — h = 0, also tg p = 0, d. h. n = 0; aber da in der Formel für 

h'_ h 

cos £ im Zahler sin — - — nnd im Nenner sin $i Null sind, so könnte man in Ver- 

2 

legenheit kommen, welches hier der Werth von £ sey. Man wird sich nun in fol- 
gender Weise helfen. , 

Allerdings ist ß = 0; sodann folgt aber ans der Formel für tg/ti: 



* Man wird leicht bemerken , dass unsere Formeln auch noch gelten, wenn 
der Beobachtungsort auf der südlichen Erdhälfte sich befindet, in welchem Falle 
9 negativ wäre. Die Deklination muss natürlich dabei immer vom Nordpol aus 
gerechnet werden. 
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sinjfl' — h) cosv>tg}(h'+h)tg$tcosi(h'— h) 
™ — , — . — 

sin fi cos n 

also wenn man p = 0 , h' — h = 0, setzt , so ist der Werth der ersten Seite 
= cos tf/ tg h tg J t, mithin ist 

. cosT(h-f-h) sin*(h — h) cosh , , , costpsinh 

cos{ = ' — ±i r .cosV>tghtgiT = 21— 

cos o* sin ft sinji cos 5 sin 3 r cos ö cos 

und für/f = 0:tge» = tg£, <o = £. Hithin bat man in diesem Falle folgende 
Auflösung : 

tff Ä cos V sin h . , 

tg* = - JL r , cos* = Z — r-, *in*> = sin(* + 

C0S?t COS & COS f T 

(Uebrigens ist hier direkt s = $t, wodurch die Aufgabe auf §. 13 reduzirt ist), 
Dasselbe gilt, wenn im Falle Nr. 3 h' = h wäre. 

II. Aus drei, auf der östlichen Seite des Meridians gemessenen 
Höhen h, h', h" desselben Fixsterns, so wie den gemessenen Zwi- 
schenzeiten, die Breite des Beobachtungsortes (nebst Deklination 
des Sterns und Stundenwinkel der ersten Beobachtung) zu be- 
stimmen. 

Ist wieder <p die Breite des Beobachtungsortes, 6* die (unbekannte) 
Deklination, s der (unbekannte) Stundenwinkel der ersten Beobach- 
tung, t, z 4 die in Winkel verwandelte Zwischenzeit zwischen der 
ersten und zweiten, ersten und dritten Beobachtung, so hat man 
wie in I : 

sin h = sin <p sin S -f- cos q> cos 6 cos s, 
sin h' = sin <p sin & -f- cos <p cos d cos (s — t), 
sin h" = sin <p sin S -f - cos y> cos 6 cos (s — i 7 ), 
Hieraus ergibt sich durch Subtraktion: 

cos — 5 — sin — - — = cos y cos d sin (s — \t) sin \ f , 
cos — ^ — sin— - — = cos g> Cos d sin (s — % r) sin \ r , 

I 

woraus durch Division: 

h' + h . h' — h 
cos — - — sin — - — . / u \ * 4 

2 2 _ sm(s— \%)fAXj\% < 

h" + h . h'' — h^sm(s— ^sinV' 
cos— ^— sin— ^— . 

d. h. h' + h . h' — h . x . 

. . . cos— — sin— — sm}*' 
sin(s — \%) 2 2 

sin(s — \%')~~ h" + h . h" — h . , 
' cos — ~ — sin — - — sinjT 

1 L 
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also ^ 

sin (s — \ r)=a sin (s — ^ T*) t sin s cos J r — cos s sin \ % = a sin s cos \ z' 

— a cos s sin Jr', 

woraus, nachdem man mit cos s dividirt : 

tg s (cos \ x — a cos % t 1 ) = sin \% — a sin $ r*, 

sin Ar — a sin W 

tgs = f l — r 

cosir — acos^y' 

Da s zwischen 0 und 180° liegt, so bestimmt diese Formel s 
ganz unzweideutig. Will man jedoch, behufs logarithmischer Rech- 
nung, eine bequemere Formel haben, so hat man : 
sin (s — { v* ) -(- sin (s — \ t) 
sin (s— — sin (s — \t)~ 1 ■—■ a 
sin [s — \{t' + *)] cos | Q — Q _ 1 + a 
cos[s — {(.T 4 -\-ry]8in{(t—v t ) 1 — a' 
Setzt man nun 

_ _^ cos j (h' + h) sin j (h' — h) sin j ^ 
a_ tgi// — cos ^ h ^_|_ h)sin , (h //_ h ^ sin i^ 

also 

l^a = l+W = 

1— a 1— tgi// 6vr ' ' 

so ist 

tg [s — i (r + O] cotg i (r — t') = tg (xp + 45 °), 
tg [s - i (* + r<)] = - tg i 0' - r) tg + 45 °) . (a) 
Da s — K r + T 0 zwischen 0 und 180* liegt, so bestimmt diese 
Gleichung s — H r ~t~ T 0> a ^ so auc ^ s - Nunmehr ist 

h + h' . h' — h 

cos ^-sin-^- 

COS <p COS $ = t-t , . . . , 

sin(s — {T)sm{T 

und ferner 

sin h = sin y sin 3 + cos <p cos S — 2 sin 2 ^ 
= sin<jpsinrf+cosy costf ^2cos 2 ^ — 



d. h. 



„ h + h' h'-h 
2 cos 1 sm ~~2 — 

sin h = cos (<p — 6) — . sin 2 

v ; 7 sm(s — {i:)sinU 2 
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h + h' . h'-h 
2 cos — ~ — sm — - — 

= — cos (y + JH 1 . . . cos *~ 

sm(s — i*)sinjr 2 



Hieraus folgt 



h + h' . h' — h 2 s 
2 cos — - — sin — - — sin - 

9. 9. 9. 



cos(y — tf) = sinhH — ; 

sin(s — }ir)sin}x- 

_ h + h' . h'-h 2 s 
2 cos — ^ — sm — - — cos 2 

cos (<p + 6) = — sin h H — ; . . 

sin(s — i«r)sinjr 

Man bestimme nun £, £ so dass 

h' + h . h' — h . 
cos __ sm __ 




sin h sin (s — \t) sin £ t 




Vh" + h . h" — h 
2 cos — ^ — sin — - — ^ 
sinh 8i n(s-^)sinK ' = 

so ist 

cos (y — S) = sin h + sin h tg = , 

cos (tp + <*) = — sin h + sin h tg 2 £= — sin h (1 — tg 2 £)) (b) 

smhcos2f 
— 

2 5-' 

cos 2 £ 

Sind y, y' die zwischen 0 und 180° liegenden Werthe von <p — <J, 
y + <$, die hieräns folgen, so hat man : 

\(f — S~Y \y — ö = Y \(p — d — — y\(f) — S = —y 

)g>+<j=y', \(f+d=—Y'> ta> +*■■=/'. ty+<*= — y'> 
d.h. 

|g>=Ky+rO y=Ky— yO y = i(y'— y) sp=— Ky'+y) 
l* = Ky'-y)> <*=-KyM^)>*=Ky'+y), *=Kr-rO- 

Da sich nun in der Wirklichkeit leicht wird entscheiden lassen, 
ob<p = ± Ky + yO» oder = ± Uy' — y)» 80 geben die (b) die ge- 
naue Lösung unserer Aufgabe. 

Im Vorstehenden wurde vorausgesetzt , daäs alle drei Beobach- 
tungen östlich vom Meridian gemacht wurden. Es sind aber noch 
folgende Fälle möglich : 

1) Die zwei ersten östlich, die dritte westlich. Für s — t* hat 
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man nunmehr t 1 — s, so dass die Grundgleichungen dieselben blei- 
ben. Dasselbe gilt für die Formeln (b). Was (a), so sey X der 
zwischen 0 und 180° liegende Winkel für den 

tgA=-tgi(*' — T)tg(V/ + 45°), 
so ist (erste Abthlg. §.10) 

s — i(r + rO = A + n.l80°, 
wo n eine positive oder negative ganze Zahl ist. Demnach 

s = X + J O -f *0 + n . 1 80 °, 
und man hat die ganze Zahl n so zu wählen, dass s zwischen 0 und 
180° fallt, was offenbar nur einen einzigen Werth fTirn gibt. (Wäre 
z.B. X = 135°, *(«+ *0 = 76°30', so wäre X+ = 21 1 °30', 
also müsste n = — 1 d. h. s = 21 1 0 30' — 180° = 3 1 0 30' seyn.) 

2) Die erste östlich, die zwei andern westlich. Für s — r, s — t 1 
sind zu setzen % — s, t* — s', so dass die Grundgleichungen diesel- 
ben bleiben. Für (a) gilt dasselbe wie so eben unter Nr. 1 . 

3) Alle drei westlich. Jetzt treten s + r, s+r' an die Stelle 
von s — t, s — r', so dass also — r, — t* für t, %* zu setzen sind. 
Man hat demnach : 

h + h' h — h' . . . 
cos — — — sin — - — sin £ v 
. . Z l 

gyj ~ h + h" . h-h" . , ' 
cos — — sm — - — sin £ % 

tg [s + *(*+*)] = tg 5^ tg (V/+ 45°), 



tg £ = sin — 



v. 




9 h + h" . h-h" 
2 cos — - — sin — - — 



sin h sin (s+}<) sin {t" tg ^~ ° 0tg 2 tg l 
Die (b) bleiben ungeändert. 

4) Die zwei ersten westlich, die dritte östlich. In Nr. 3 tritt 
360° — (s + r') an die Stelle von s + r', so dass Alles bleibt, wie 
so eben. Der Werth von s wird in analoger Weise bestimmt, wie 
in Nr. 1. 

5) Die erste westlich , die zw T ei andern östlich. Die Auflösung 
in Nr. 3 bleibt auch hier. 
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» 

Anmerkung. Jm Falle Nr. 1 könnte h = h", oderh' = h" seyn. Für h = h" 
ist in obigen Formeln offenbar 

cos 9 cos b sin (s — { f) sin \ x' = 0, 
also da nicht cosp, cos 5, sin \ t' Null sind, ist sin (s — £t') = 0, d. h. s — j t', so 
dass s ganz direkt bestimmt fst, und man der Formel (a) nicht weiter bedarf. 
Zur Bestimmung ron tg $ wählt man nun den ersten Werth. — Für h' = h" hatte 
man s = $ (r-j-t'), oder man könnte die Formeln des Textes geradezu anwenden. 

Im Falle Nr. 2 könnte h = h', oder h = h" seyn. Für h = h' wäre s = ?t und 
man würde zur Bestimmung von tg £ den zweiten Werth wählen ; für h = h" wäre 
s = Jt'und für tg £ hätte man den ersten Werth zu nehmen. 

Für Nr. 4 könnte h = h", oder h' = h" seyn. Da jetzt für h = h" (und — t 4 
statte): 

<f> cos cos b sin (s -f"^t') sin \ t 4 = 0, 
soistsin(s4-it')=°» *ko s-f-it'=180°, mithin s=180° — W. üebrigens wäre 
jetzt auch V = 90", wodurch man dasselbe erhalten würde. Der Fall h' = h" kann 

t-f-t' 

geradezu durch unsere Formeln erledigt werden ; übrigens ist dann s ■= 180° -—. 

Für Nr* 5 könnte h = h', oder h = h" seyn. Wenn h = h', so ist s = 180° 
— 7 * ; wenn h = h" : s = 180° — J Das üebrige ist wie so eben. 

III. Der Winkel am Zenith Z, den der Höhenkreis ZU und der 
Meridian AZB mit einander machen, heisst dasAzimuth des Sterns 
S. Wir wollen dasselbe von Norden durch Osten nach Süden bis 
180°, und von Norden durch Westen nach Süden ebenfalls bis 180° 
rechnen; alsdann ist der Winkel PZS in dem Dreiecke SZP das 
Azimuth von S. Das Azimuth wird offenbar vermittelst des Ho- 
rizontalkreises eines Theodolithen gemessen, wenn man mit dem 
Höhenkreise die Höhe des Sterns beobachtet. 



Fi g. 71. 




Aus zwei gemessenen Höhen desselben Sterns, dessen Deklina- 
tion <J bekannt ist, so wie aus dem gemessenen Unterschiede der 
Azimuthe * des Sterns bei beiden Beobachtungen die Breite des Be- 

* Der Unterschied der Azimuthe wird , wenn man mittelst eines Theodolithen, 
der einen Höhenkreis hat, beobachtet, auf dem horizontalen Kreise geradezu abge- 
Dienger, ipMrisclie Trigonometrie. 20 

V 
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obachtongsortes (nebst dem Azimnthe der ersten Beobachtung) zu 
finden, wobei wir beide Beobachtungen auf der östlichen Seite des 
Meridians voraussetzen. 

In Bezug auf die Richtung, nach welcher der Unterschied zweier 
Azimuthe gemessen wird, wollen wir immer annehmen, dass man 
von der ersten zur zweiten Beobachtung übergehe, indem man den 
Höhenkreis in der Richtung Nord-Ost-Süd- West dreht. Alsdann 
sey a das Azimuth von S, d. h. bei der ersten Beobachtung, a der so 
gemessene Unterschied, so ist das Azimuth von S', d. h. der zweiten 
Beobachtung = S'ZP, entweder = a -f- a im ersten Falle, oder 
« + a — 360° im zweiten, da für diesen Fall SZS' = 360°— aund 
S'ZP^SZP — SZS' ist. 

Man hat nun in den Dreiecken ZPS, ZPS' : 

sin S = sin h sin <p -f- cos h cos <p cos a, 
sin S = sin-h' sin <p -J- cos h' cos <p cos (et -f- a), 
welche Formeln allgemein gelten; da cos (a -f- a — 360°) = 
cos (a -f - a) ist, und woraus tp und et zu bestimmen sind. 

Vergleicht man diese Formeln mit den später in VIII aufge- 
stellten, so wird man sich leicht überzeugen, dass folgendes Glei- 
chungssystem unsere Aufgabe löse : 

tgh' cosjutga tg S cos h' cosa cos Qi — h) 

tg " = ^ ^^sinOt-hy*^ ^ — : — ' 

... iX sin £ sin (d — ri) „ tgS 

cos ( f + \p) = — iTT* » *8 C = - S -7» 

T cos o cos n\ cos h' sm a cosi/; 

sin 6 cos (£ — h) 

tffl//COs£ 

tg a = gintf— jy tg * = 008 a cotg U) ' 

worin wegen der Winkel fi, £, £ y dieselbe Bemerkung gilt, 
wie in VIII. 



lesen. Die direkte Beobachtung eines Azimuthes setzt die Kenntniss derMeridians- 
richtung auf der Erde voraus; umgekehrt aber wird auch die Kenntniss eines Azi- 
muthes diese Meridiansrichtung geben. Nun werden wir in den folgenden Auf- 
lösungen jeweils das Azimuth bestimmen, oder doch leicht bestimmen können, so 
dass damit zugleich auch die Aufgabe gelöst ist , die Richtung des Meridians in 
dem Beobachtungsorte zu bestimmen. Kennt man diese einmal , so lassen sich 
dann leicht auch direkte Azimutbo messen, was einer weitem Erläuterung wohl 
nicht mehr bedarf. 
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* # 

Wir haben in unserer Ableitung beide Beobachtungen östlich 
vom Meridian vorausgesetzt. Wie in I ergeben sich aber noch 
folgende Fälle : 

1) Die eine Beobachtung östlich, die zweite westlich vom Me- 
ridian. Jetzt ist das erste Azimuth (a) östlich, das zweite westlich; 
der Unterschied sey wieder a, gemessen, wie bereits angegeben. 
Das zweite Azimuth ist jetzt immer 360° — (a-f-a), wie man leicht 
sieht, da a-f-der Summe beider Azimuthe = 360° seyn muss. Die 
obigen Formeln bleiben also ungeändert. (Für h = h' wäre a = 1 80° 
— £a, und man fände 9 aus dem Dreieck ZPS). 

2) Beide Beobachtungen sind westlich vom Meridian. Das 
erste Azimuth sey wieder a, a der wie bereits angegeben gemessene 
Unterschied, so ist das zweite = a — a oder a — a + 360°, so dass 
in obigen Formeln bloss — a für a zu setzen ist. 

3) Die erste Beobachtung westlich , die zweite wieder östlich 
vom Meridian.» Die Azimuthe (erstes westlich, zweites östlich) sind 
a und a — t a; da aber cos (a — a) = cos (a — a), gibt jetzt die- 
selbe Auflösung wie in Nr. 2 , (für h = h' wäre geradezu a — £ a, 
und man könnte <p leicht direkt finden). 

Anmerkung. Wollte man die angegebene analytische Auflösung nicht be- 
nützen , so kann man eine rein trigonometrische an deren Stelle setzen. In dem 
Dreieck ZSS' kennt man ZS = 90°— h, ZS' = 90° — h', SZS' = a, kann also 
dasselbe vollständig berechnen (§. 11), d. h. SS' nebst ZSS' finden. In PSS' kennt 
man jetzt SP = S'P = 90° — 6, SS', kann also (§. 9) den Winkel PSS' = PS'S er- 
halten; alsdann ist ZSP = PSS' + ZSS', woraus das Dreieck ZSP aufgelöst wer- 
den kann. Man sieht, dass eine doppelte Auflösung theoretisch möglich ist , wie 
diess auch in der analytischen Auflösung liegt. Man könnte diess übrigens wie in 
I ganz deutlich hervortreten lassen, indem man in ganz ähnlicher Weise sin 9 be- 
stimmen würde. Man fände so: 

AB + CD ± Vi — (A' + Cp + B'+D' — (BC — AD) 1 

W0 * Bini(h+h08in£(h — h') sind sin(h — h') 

A = : » B = — . 

cos h cos h' sin \ a 2 cos h cos h' sin \ a 

c cos^h-f h') cos j(h — hQ sind p sin(h-|-h') 

cos h cos h' cos }a * ~ 2 cos h cos h' cos < a* 

IV. Aus drei auf der östlichen Seite des Meridians gemessenen 

Höhen desselben Sterns, so wie den gemessenen Unterschieden der 

Azimuthe soll die Breite des Beobachtungsortes (nebst Deklination 

des Sterns und erstem Azimuthe) berechnet werden. 

20* 
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Seyen h, h', h" die drei beobachteten Höhen * 3 die Deklination 
des Sterns, cc das erste Azimuth, und man habe die Azimuthaidiffe- 
renzen so gemessen, dass man von der ersten zur zweiten, und von 
der ersten zur dritten Lage in der Drehungsrichtung Ost-Süd- 
West-Nord fortgeschritten ist; dieselben seyen a, a', so hat man 
wie in HI: 

sin£ = sin h sin y-f- cos h cos <p cosa, . 
sin 3 = sin h' sin tp -f - cös h' cos q> cös (cc + a), 
sin 3 = sin h" sin tp -j- cos h" cos q> cos (a + a'), 
woraus <p, 3, et zu bestimmen , sind (a.und a' sind positiv, können 
aber von 0 bis 360° gehen). Durch Subtraktion folgt aus diesen 
Gleichungen: 

0 = sin (p (sin h — sin V) + cos (p [cos h cos a — cos h' cos (a + a)], 
0 = sin g> (sin h — • sin h") cos <p [cos h cos cc — cosh" cos («+a')]. 
Nun ist (erste Abthlg. §. 14): 

sin h — sin h' = 2 cos £ (h + h') sin itfi — h'), 
sin h — sin h" = 2 cos i (h -f- h") sin {(h — h") ; 
cos h cos a — cos h' cos (a-f-a) = |(cos h — cos h') [cos a-f-cos (a+a)] 
+4 (cos h -f* cos h') [cos cc — cos (cc -f- a)] 
= 2 sin i (h + h') sin J (h' — h) cos (a + } a) cos { a -f- 
2 cos £ (h + n 0 cos \ (h' — h) sin («+ { a) sin J a, 
cos h cos cc — cos h" cos (cc + a') == 2 sin J (h -f- h") sin \ (b" — h) 
cos (a+l a') cos i a'-f2 cos ± (h+h") cos J (h"— h) sin (a+ £ a')sinj a', 
folglich, indem man zugleich durch cos y dividirt: 
0 = cos i (h + h') sin * (h — h') tg <p + sin i(h + h') sin } (h' — h) 
cos^+laJcosJa+cosKh+hOcosKh'— h)sin(a+Ja)sinia, 
0 = cos i (h + h") sin } (h — h") tg g> + sin \ (h + h") sin J (h" — h) 
cos (cc+i a') cos i a'+cos $ (h+h") cos { (h"— h) sin («+J *') sin J a', 
woraus, für tg (p zwei Werthe folgen. Setzt man 

tg \p = tg } a cotg \ (h' — h) cotg \ (h' + h), 
tg xf)' = tg Ja' cotg J(h" — h) cotg } (h" + h), 

so hat, man: 

tgcp = tgJ(h+liOcos(a+ia)cosia+cotgKü / — h)sin(a+Ja)sinia 



* Welche Höhen natürlich vorerst um die Strahlenbrechung zu corrigiren 
(erniedrigen) sind ; dieselbe hängt übrigens , neben dem Zustande der Atmosphäre 
bloss von der Höhe ab. 
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= tg $ (h+hO cos (a-K a) cos \ a+tg xjj tg * (h+hO cos $ a sin a) 
= tgi(h + hO cos*a[cos(«+ia) + sin(a + Ja)tgt//] 

- tgK n + n/ ) cos Tacos(«+! a ~^ 

C081// 

and eben so 

tg Kh + h") cos j a' cos (« + $ a' — */)') 

Ganz ebenso erhielte man übrigens auch 

tgy= sin { a cotgK^ — b) cos (a + ^a) cotg xf) + 
cotg$ (h' — h) sin(a + $a)sin£a 
sin { a cotg j (h' — h) cos Q + j a — t/j) ^ 

sin i/; 

sin i a' cotg \(h"— h)cosQ + ja' — t//) 
= — ^ sin^ 

Demnach : 

cos (^-j-|a— ^ tgKh + h") 008 ^' 008 ^ 
cosO+ia' — 1/>')~~ tgKh+hOcos§acos^ 
cotg \ (h" — h) sin \ a' sin i/J 
~~ cotg i(h! — h) sin \ a sin t//' * 
Setzt man die zweite Seite = A, so erhält man hieraus, in- 
dem man zu 1 addirt, oder von 1 subtrahirt, und die Resultate 
dividirt 

cos(g-Ka— i/Q + cos(«+£ a ' — — 1 +A- 
cos(a-H a ' — t//')--cos(a + $a— I/O 1— Ä* 
d.h. (erste Abthlg. §.14): 

cos ra^Ka+aO^U^+^OIcostK^O+K^^^XI ^^+A 

8in[a+i(a+a0-K^+^)JsmLi( a ^ a ')+K^-V)] 1~ A 
Also wenn 

tg£ = A, I±^ = t g ($ + 45«>) = cot g (45»-5): 

cotg [« + J (a + a0 - { ( t/> + cot & Q (* - a ') + * - *)] 

= tg(J?+45°), 

tg r_ a+ i (a+ a') - i (V+V)] = cot 8 Ö + cotg [J (a— a') 

Sey nun * der zwischen 0 und 180° liegende Werth von a + 
j(a+a?) — ^y+y), der hieraus folgt, so ist allgemein (§. 10 
der ersten Abthlg.): 
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« + i(a+aO — K*+V'') = *+a- 180-, 
wo n eine positive oder negative ganze Zahl ist. Man hat also 

« = 4 + 0.180°+^+^— l( a + a ')> 
und da a zwischen 0 und 180° liegt, so hat n einen einzigen, immer 

leicht zu bestimmenden Werth. Kennt man nun er, so gibt tg g> den 

Werth von y, und 6 wird sodann aus ZPS gefunden. 

Zur Auflösung der Aufgabe hat man also : 

tg V = tg i acot g Kh'— h) cotg iOH-k'X 
tg xp 1 = tg \ a' cotg \ (h"— h) cotg $ (h + h"), 

tg $ (h -f- h") cos \ a' cos xp tg \ (V — h) sin £ a' sin ip 

tgH h + n ') cos * acos V' tg £0" — h) sin $ a sin ip 4 ' 
tgl = cotg + 45°) cotg [{ (a — a') + 4 ( V — V*)]. 
« = >l-Ka + aO + KV + ^) + n.l80 0 , 
tg I (h + h') cos { a cos (a + £ a — t//) 
x cosuV 
cotg i (h' — h) sin { a cos (a -f- 4a — i//) 

sint// 

_ tg K" + h") c°s i a' cos (ct + k a'— 
~~. cosi//' 
_ cotg ^ (h" — h) sin $ a' cos (a + j a' — t//) 

sini//' 

Im Vorstehenden wurden alle drei Beobachtungen als Östlich 
vom Meridian angestellt angenommen. 

Wie in II hat man jedoch noch folgende Fälle zu betrachten : 

1) Die zwei ersten östlich, die dritte westlich. Schreibt man 
wieder vor, dass man bei Messung der AzimuthaldifFerenzen zwischen 
erster und zweiter, erster und dritter Beobachtung die Drehungs- 
richtung Ost-Süd-West-Nord einhalten müsse , so sey a das erste 
(östliche) Azimuth ; alsdann ist a -f- a oder a -f- a — 360° das zweite, 
360° — (a + a') das dritte. Die obigen Gleichungen bleiben also 
ungeändert. 

2) Die erste östlich, die zwei andern westlich. Das erste (öst- 
liche) Azimuth sey a, so sind die andern 360° — (a + a), 360° — 
(a -(- a') (beide westlich) , also bleiben ebenfalls die obigen Glei- 
chungen ungeändert. a, a' sind in demselben Sinne, wie oben, ge- 
rechnet. 

3) Alle drei sind westlich. Die (westlichen) Azimuthe sind; 
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« fiir die erste Beobachtung; a — a, oder 360° -f- a — a für die zweite ; 
a — a' oder 360° -f- a — a' für die dritte. Also treten — a, — a' 
an die Stelle von a, a', d. h. man hat: 

tg ip = tgj acotgi(h— h') cotg^h + h'), 
tg V' = tgj a' cotg 1 (h — h") cotg i (h + h"), 
^ tg $ (h -f- h") cos j a / cos i/J tg * (h — h') sin | a' sin ijt 
^- "~ tg J (h + h') cos } a cos V' ~ tgKh — h") sin J a sin t//' 
tg X = cotg (£+45°) cotg [J (a'— a) + 1 ( V' - V») J 

a== A + K a + a/ )+KV / + ^ / ) + »- 180°, 
__ tg$(h + hO<tt>s$acos(« — ja~i//) 

cosi/) 

cotg$(h — hQsinjacos (a — ja— t/;) 

sint// 

_ tgj(h + h")cosja'cos («— ja' — \p') 

cost// 

_ cotg j (h — h") sin \ a' cos (a — ja' — ty') 

4) Die zwei ersten westlich , die dritte östlich. Die Aziinuthe 
sind a; a— a oder 360°+ * — a das zweite; a' — «das dritte. Die 
Formeln in Nr. 3 bleiben also ungeändert. 

5) Die erste westlich , die andern zwei östlich. Die Azimuthe 
sind «, a — a, a' — a, also bleiben wieder die Formeln in Nr. 3. 

V. Zwei Sterne, deren Deklinationen bekannt sind (d, ö') wurden 
auf der östlichen Seite des Meridians in gleicher Höhe (h) beobach- 
tet und der Unterschied ihrer Azimuthe (a) gemessen. Man soll 
die geographische Breite des Beobachtungsortes (nebst erstem Azi- 
muthe) daraus bestimmen. 

Nehmen wir die Azimuthaidifferenzen immer wie in IV, so hat 
man (nach III) : 

sin d = sin h sin y -f- cos h cos <p cos «, 

sin ö' — sin h sin y -f - cos h cos y cos (a + a). 

Vergleicht man dicss mit I, so ergibt sich als Auflösung : 

tollf== «gh f r „ _ cot g k (* + *') *g K* - *') cotg { a 
cosja* cosi// 

cq cos + *') sin j (S — S') 
cos h sin ja sin ' 



Digitized by Google 



312 

tg£ sin £ sin (tp ± a>) 

lg w — _2 — sin fc : — . 

cos fi x sin co 

1 ) Geschieht die erste Beobachtung auf der östlichen, die zweite 
auf der westlichen Seite und ist a das erste (östliche) Azimuth, so 
ist das zweite (westliche) 360° — (a -f- a), also bleibt obige Auf- 
lösung. , 

2) Sind beide Beobachtungen westlich, so sind die (westlichen) 
Azimuthe: a; a — a oder 360° + « — a, so dass — a an die Stelle 
von a tritt. 

3) Ist die erste westlich, die zweite östlich, so gilt dasselbe 
wie in Nr. 2. 

VI. Drei Sterne , deren Lagen am üimmelsgewölbe bekannt 
sind, wurden in derselben, weiter nicht bekannten Höhe beobachtet, 
so wie die Zwischenzeiten ihrer Beobachtungen gemessen. 

Da die Lagen der Sterne bekannt sind, so kennt man nicht nur 
ihre Deklinationen 8, 8' , 8" , sondern auch die Winkel am Pol, 
welche ihre Deklinationskreise (Stundenkreise) mit einander machen. 
Gesetzt nun, die Deklinationskreise zweier Sterne machen mit ein- 
ander den Winkel /?, so wird, wenn s der Stundenwinkel des einen 
Sterns ist, der des andern zu gleicher Zeit s + ß seyn, wenn letz- 
terer östlich vom ersten steht auf der östlichen Seite des Meridians; 
zu einer Zeit t später, wird er also s+/? ± ,15 t seyn. Aus diesen 
Andeutungen wird man leicht entnehmen, wie man immer die Unter- 
schiede der Stundenwinkel der drei Sterne für die drei Beobach- 
tungen angeben kann; sie seyen r, v*, so hat man jetzt: 
sin h = sin 8 sin (p -f- cos 8 cos y cos s, 
sin h = sin 8' sin tp + cos 8' cos y> cos (s + t), 
sin h = sin 8" sin <p -)- cos 8" cos <p cos (s + r / ). 
Vergleicht man diess mit IV., so erhält man sofort: 
tg tp = tg i t cotg $ (8' — 8) cotg { (8' + 8), 
tg y = tg J cotg {(8 " — 8) cotg i (8" + 8), 
v _ tg \ (8 4- 8") cos \ %' cos tft _ tg $ (<?' — 8) sin£r' sinxp 
tg tg i (8 + <?') cos i z cos q' ~~ tg 1 (<* " — <T) sm $ r sin i//'' 
tg A = cotg (45° + 1) cotg [{ (r - + i ( V ~ V)l 
s = ^-i(r+frO + K^ + ^) + n.l80°, 
= tgj(J + iT)cogjTCO-8(B-f-jr— I/O 

°^ COSl/J 
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__ tg$(<* + <*") cos { z* cos (s + \ r 4 — \p') 

COSl//' 

_ cotg 4 (8* — 3) sin \ x cos (s + jv — V) 

sini/> 

cotg $(<*"--< ?) sin * r' cos (s + ^r' — tp') 
— : — Tt — • 

* sin \p' 

Als Zahlenbeispiel wollen wir das folgende (von Gauss in der 
monatlichen Correspondenz 18. Band, S. 289 gegebene) beifügen. 

Die beobachteten Sterne waren : a Andromeda (östlich vöm Me- 
ridian), a kleiner Bär, a Leyer; die Zeitunterschiede (Sternzeit) : 
14 Min. 4$ek.=3°31', und 31 M. 55 S. = 7° 58' 45"; der Winkel 
der Stundenkreise der zwei ersten Sterne ist 14° 7' 50'55" östlich, 
des ersten und letzten 82° 1'5*55" westlich; die Deklinationen der 
drei Sterne sind: 28 0 2'14'8", 88° 17' 5*7", 38°37'6*6". Also: 
T ~ +14°7 / 50-55 // — 3°31'=-j-10 0 36'50-55", = 82 0 1'5*55" 

— 7° 58' 45" — — 89° 59' 50*55", 
<J = 28°2']4*8", (J' = 88°l7'5-7", 8" = 38° 37' 6'6", woraus: 
i (<$' — 3) = 30° 7' 25*45", J (*' -f 8) = 58° 9' 40'25", { (<*" — 8) = 
5° 17' 25 9", J (<J" + 3) = 33° 19' 40'7", J * = 5° 18' 28*27", 
Jr'r-x — 44°59'55*27". 

logtgir= 8-9679725 IogtgV= 9'9999801(— ) 

log cotg \ (8 3)= 1 0*2363974 log cotg i (<*"—<*) = 1 1 '0333869 
log co tg J {3 *+Ö) = 9-7930670 l og co tg { (8" +8) =10 1820539 

logtgi/> = 8*9974369 *logtgt//'=ll*2154209(— ) 

t// = 5° 40' 37-95" t//' = 93°29'4*93" 

logtgJO*"-}^):^ 9-8179461 Kr-O + KV'-V) 

logcos^= 9-8494950 = 69°3' 23*76" = y 

logcos>//= 9*9978645 . log cotg (45° + £) 
E log tg *(<*'+<*) = 0-7930670 — 1 = 10'1857383(— ) 

Elogcos}* = 0.0018655 log cotg y = 9*5828937 - 
E log cos i//' = 1-2162246(— ) logtgA= 9*7686320(— ) 
logtg£=10'6764627(— ) A= 149°35' 14*71" 

S= 101-63' 41-29" X — l-(r+0 + KV + V') 
45° + £=146°53' 41*29" = 219°0'51*14", 

s = 39° 0' 51*14", 
s 4- i — = 38° 38' 38-46". 
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log tg? (*' + *) = 10.2069330 
logcosir= 9*9981344 
logcos(s + ir— ip)= 9*8926738 
Elogcos?ft = 0-0021354 
logtgy = 100998766 
y = 51°31'51'45". 

Anmerkung. Die hier angegebenen Sternörter sind die scheinbaren rom 
27. Ang. 1808, als dem Tage der Beobachtung; sie ändern sieh mit der Zeit nach 
bekannten Gesetzen , so dass zu verschiedenen Zeiten dieselben auch verschieden 
sind. Unsere Formeln verlangen natürlich die Kenntniss dieser scheinbaren Stern- 
örter, welche letztere in dem „Berliner astronomischen Jahrbuch 1 * für alle Tage 
des Jahres gegeben sind. Die Deklinationen sind dort geradezu angegeben; was 
die Winkel der Deklinationskreise anbelangt, so ist in den Tafeln die gerade 
Aufsteigung jedes Sternes augegeben, d. h. der Winkel, den der Deklinationskreis 
des Sterns und der des Frühlingspunktes (§. 24, Nr. 1) am Pole mit einander ma- 
chen. Dieselbe wird von Westen gegen Osten von 0° bis 360° (gewöhnlich von 0* 
= 0 Stunde bis 24 b ) gezahlt. 

VII. Drei Sterne, deren Deklinationen (d, d', <J") bekannt sind, 
wurden in gleicher, jedoch nicht weiter bekannter Höhe beobachtet, 
und die Unterschiede ihrer Azimuthe gemessen.* 

Mit Beachtung des früher Gesagten wird man bei den vielen 
hier möglichen Fällen die Winkel a, a' (positiv oder negativ zu neh- 
men) angeben können, so dass 

sin<J = sinhsiny + cos h cos y cos «, sin d' — sin h sin g> -f- cos h 
cos (p cos (a + a )> sin = 8m ü sin <p -f- cos h cos tp cos (a + a'). 
Daraus folgt wie in II: 

tc „, = c0 » * (<» + *') sin U*' ~ *) sin \ a' , 
g ^ cos + sin K<*" — ^) sin Ja* g 
tg 1 (a' — a) tg (ip + 45°), « = X — \ (a' + a) + n . 1 8 0°, 



* Um diese Beobachtungen anzustellen , bedarf man eines Theodolithen, der 
einen Höhenkreis hat , welcher übrigens nicht einmal eingetheilt zu seyn braucht. 
Man stellt das Fernrohr auf einer gewissen Höhe fest, die eben der Höhe der drei 
Sterne entspricht und beobachtet sodann die Azimuthaidifferenzen. 

Ist a ein östliches Azimutb, also der erste Stern, dessen Deklination 6 ist, öst- 
lich vom Meridian beobachtet, so sind die im Texte angegebenen Formeln geradezu 
anwendbar, vorausgesetzt, dass man die Azimuthaidifferenzen in der in IV angege- 
benen Weise rechnet. Ist dagegen a ein westliches Azimuth, so hat man — a, — a' 
an die Stelle von a, a' zu setzen. 
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. t . a \ /2 cos \ (8 + 6') sin { {8 — 8 ') 4 , 

tg£ = sin- V — • V- / , t - l • t — tgf=cotgi«tg£, 

, uN sind , v cos2£ . . 
cos — h) = cos +h) = — ^T-^in 8 ; 

ergeben sich hieraus y, y' für <p — h, (p -f- h, so ist = ± { (y -f- y') 
oder=±$(y' — y). 

VIII. Zwei Sterne, deren Lagen am Himmelsgewölbe bekannt 
sind, wurden zu verschiedenen Zeiten in verschiedenen Höhen über 
dem Horizonte beobachtet. Man soll hieraus die Breite des Be- 
obachtungsortes finden. 

Seyen 8, S' die bekannten Deklinationen; h, h' die ebenfalls be- 
kannten Höhen der beiden Sterne; s der Stundenwinkel des efsten 
Sterns bei der Beobachtung, so wird man aus der bekannten Lage 
beider Sterne und der Zwischenzeit der Beobachtungen die Grösse 
z finden können, so dass £ 4- t der Stundenwinkel bei der zweiten 
Beobachtung ist. Man hat nun : 

sinh = sin 8 sin (p -f- cos 8 cos (p cos s, 
sin h' = sin 8' sin g> -f- cos 8' cos tp cos (s + 1), 
aus welchen Gleichungen tp und s gesucht werden. 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt: 
sm 2 h = sin 2 <$ sin a y + 2 sindcosä sin <p cos <p cos s-f-cos 2 <$ cos 2 g> 
cos 2 s, und hieraus: 
1 — cos 2 h = (l — cos 2 <J)sin 2 <p-f-2sin <f cos'8 sin <p cos (p cos s 

-f-cos 2 «,cos 2 s(l — sinM), 

d. h. 

1 — cos 2 h = sin 2 <p — cos 2 6 sin 2 <p -\~2sh\d cos 8 sin (p cos cos s 

-\-co& 2 <p cos 2 s — cos 2 <p cos 2 s sin 2 
1 — cos 2 h = sin 2 gp — cos 2 8 sin 2 g> + 2 sin 8 cos 8 sin (p cos tp cos s 

-t-co8 2 y(l — sin 2 s) — cos 2 y cos 2 s sin 2 <J, 
woraus leicht: 

cos 2 h = cos 2 £ sin 2 g> — 2sin 8cot>8 siny cosy coss-)- 

cos 2 <p cos 2 ssin 2 <$-j-cos 2 y sin 2 s 
= (cos 8&'m(p — cos y sin 8 cos s) 2 -j- (cos tp sin s) 2 , 

oder 

( cos 8 sin (p — cosysinäcoss 'V . f cos y sin s ^V 2 _ 
cosh J V cosh J ~~ 

Hieraus schliesst man, dass ein Winkel tp möglich ist, so dass 
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Fünfter Abschnitt. 

p 



cos S sin w — cos w sin £ cos s cos«) sin s . „ x 

= cos ip, — ^—r — = sin xp. (b) 

cosh Y cosh r w 

Die beiden ersten Gleichungen in (a) und (b) sind nun : 
sin d sin <p + cos d co6 s cos <p = sin h, 
cos S sin tp — cos tp cos s sin d = cos tp cos h; 
zieht man aus denselben die Grössen sin <p und cos q> cos s, so er- 
gibt sich : 

sin g> = sin h sin d C06 1// cos h cos d, 
cos y cos s = sin hcos d — cos tp cos h sin d. 
Die zweite Gleichung (a) ist 
sin h' = sin d' sin <p + cos d' cos rcos y cos s — cos d' sin r cos y sin s, 
also wenn man beachtet, dass nach (b) cos <p sin s = cos h sin tp, und 
aus (c) die Werthe von sin tp und cos <p cos s einsetzt: 
sin h' = sin h sin d sin d ' -f- cos i/; cos h cos d sin d' 4" sm n cos ^ 008 cos * 
— cos tp cos h sin d cos d ' cos r — cos d' sin t oos h sin tp, 

d.h. 

sin h' — sin h sin d sin d ' — sin h cos d cos d' cos % — 
cos tp cos h (cos d sin d' — cos d' sin dcos r) — cos d' sin * cos h sin tp. 

Man bestimme nun den Winkel £ so dass 

. cos d sind' — cos d' sind cos z 

cotg£ = — , 

cos d' sin v 

so erhält man : 

sin h' — sin h sin d sin d' — sin h cos d cos d' cos y cos d' sin xcos(|+^), 

cos h sin £ 

oder 

... #x sin £ (sin h' — sin h sind sind' — sin h cos d cos d' cos tO 

cos (£+1/0 = — r — -, (d) 

T cosh cos d' sin r 7 

woraus, bei bekanntem £, nunmehr tp erhalten wird. 

Aus der zweiten (b) und der zweiten (c) folgt nun: 

. g _ cosh sin \p . 

~~ sin hcos d — cosh sind cos tp 9 ^ ' " 

und dann folgt (p aus (c) , wozu man s nicht nöthig hat ,* oder aus 

der zweiten (b) und der ersten (c) : 

sin s (sin h sin d -f- cos h cos d cos tp) 

^ coshsini// 

Will man die Rechnung etwas bequemer einrichten, so bestimme 

man einen Winkel fi so dass 
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tß S' 

tc: u = — — , sin &* = cos 6' cos t tg (i, 

^ COS* • 

80 lst costfcosä'cosrtgu — cos 6' sin 3 cos % 

C0t2 £ = r; — ; ' 

° cos d' sm r 

. *x cotg r sin Q i — 3) 
= cotg* (cos Jtgp — sin<T) = — . 

Macht man ferner 

ta£ = -^— , sinh = coshcosiMg£ 
° cost// 

so ist 

sin h cos d — cos h sin S cos y = cos <* cos* cos */> tg f — cos h sin ö cos q 

cos h cos ^/ sin (£ — <5) 
cost 

tgiftcos t , 

tg S = . /v TT, 

5 sin (£—<*) 

nnd 

sin h sin 6 + cos h cos d cos i// = cos b cos tg f sin 8 + cos h cos ä cos i// 

cos h cos t f> cos (£— <?) ] 

— — z * 

cos£ 



sin s cos (£ — ä) cotg i// 





cos f cotg s 

oder da cotg i/> = t-tz — jä : 
br sin(£— <*) 

tgy = cotg(£— <f)coss. 
Uebrigens ist aucb 

cos hcostftcosCg* — o) 

sin y = cos b cos tfß tg fsin S+cos cos h cos ö = — - 

sin h cos (£—<*) 

da man cos h cos tp = sin h cotg f hat. 
Eben so ist 

sin b sin 6 sin <*' + sin h cos 6 cos 8' cos r = sin h [sin 8 cos 8' cos r tg 

-f- cos 8 cos 8' cost] 
sin h cos d' cos % cos — 8) 
cos/t 

tll.SO 

' , N r . sinhcos^co sTCOs(^— 8) ~~\ sing 
cos(5+ i) = [srnh' ^ Jcoshcosä'si 



sin* 
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und wenn man endlich 

• sin h cos S' cos r cos (u — S) 

tgi? = r> ^ 

1 cos h' cos 

setzt, so ist 

x sin^Tsinh' — cosh'tgt;"! sin £ sin (h' — 13) 

cos(£ + l//) = 1\ — : ^ | = TT " T^r- . 

v r/ coshL costf'sinr J cos h cos 17 cos ö' sm r 

Zur Auflösung unserer Aufgabe «hat man also: 

tg<J' u cosutgr . sin h cos <J' cos t cos (a — 6) 

cos* ^in(ju — 0) ' cosh'cosj* 

... sin £ sin (h'— fl) tgh 

cos (£ + ip) = r r-h — , tg £— 

T cos neos 17 cos <f' sin* 0 cost// 

sin h cos (£ — 6) 

sin « = — , 

y sin £ 

und wenn mau s will: 

tgt//cos£ 

tgs= sin(t— tgy = cosscot g<£— ©• 

Die Winkel jrz, £, iy, £ sind zwischen 0 und 180° zu wählen; was 
£ + 1/> anbelangt, so gibt es zunächst einen zwischen 0 und 180° 

Hegenden Werth to für £ + V 7 » a ^ er £ + V = — w wäre e ^ en s0 
zulässig, so dass ip doppelwerthig erscheint, eben so also auch £ 
und 9. Welcher der beiden Werthe von <p zu wählen ist, lehrt die 
Ansicht der Aufgabe. 

Als Beispiel wählen wir das folgende: Am 19. Sept. 1850 wur- 
den beobachtet : Arcturus in 1 6° 40' 33 - 5", Athair in 49° 6' 3*7 "Höhe ; 
der Zeitunterschied betrug 19 M. 18*36 Sek. (= 4° 49' 35*4"). Die 
Deklinationen sind 20° 4' 23*6" und 8°26'0'0"; Arcturus war west- 
lich vom Meridian und der Winkel beider Stundenkreise 83° 39' 13*7" 
östlich. 

Hieristalsoh= 16°40'33'5", h'^49°6'3-7", <J=20 0 4'23*6", 
6' = 8°26', t = — 83° 39' 13-7" + 4° 49' 35 4" = — 78° 49' 38*3". 
logtg<J' = 9*1710289 logcosjrx= 9*8999221 

E log cos % = 0-7127205 log tg r = 10*7044107 (— ) 

log tgjw = 9-8837494 E log sin Qt — S)= 05255206 

^ = 37° 25' 177" logtg£= 11'1 298534 (—) 

p, — S = 1 7° 20' 54- 1 " f = 94° 14' 279" 
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log sin h = 9-4578196 
log cos <*' = 9*9952785 
log cos t = 9*2872795 
log cos (fi -r d) = 9*9797802 
Elogcosh' = 0'1839395 
E log cos fi = 0-1000779 
logtg^ = 9*0041762 
= 5° 45' 50-6" 
h'-i7 = 43*20' 131" 

logtgh = 9-4764799 
E log cos ip = 0 1393302 
Iogtgf= 9-6158101 
£=22° 26' 2*8" 
= 2 0 21'39'2" 

logtgi// = 9*9770232 
log cos f= 9-9658219 



log sin 1 = 9-9988091 
log sin (h'— *?) = 9*8364925 
E log cos h = 0-01 86604 
Elogcosif = 0-0022013 
E log cos <*' = 0*0047214 
E log sin % = 0-0083098 ( —) 
log cos (f + 1/0 = 9-8691945 (— ) 
£ + t/>=137°43'341" 
$ = 94 14 279 
tp= 43 29 6*2 

log sin h = 9-4578196 
log cos (£—(*) = 9-9996312 
E log sin £ = 8*4183679 
logsin9) = 9-8758187 
<p = 48° 42' 140" 

log cos s= 8*6715059 
E log sin (£— S ) = 1-3851699 log cotg (£— 6) = 11-3848013 
log tg s = 1 1 -3280 1 50 log tg <p = 1 00563072 

s = 87° 18' 352" (p = 48° 42' 140". 

Anmerkung. Mit demselben lUchte hätte man auch £-r-ip.= — 137°43'341" 
setzen dürfen und dann gefunden y = - 231° 58' 2 0", t = 154° 4' 14-6", t - b = 
1330 59' 51-0", * = - 27°7' 121". 

IX. Zwei Sterne, deren Deklinationen bekannt sind, wurden in 
verschiedenen Höhen h und h' über dem Horizonte beobachtet, so 
wie der Unterschied ihrer Azimuthe gemessen. Man soll die Breite 
des Beobachtungsortes bestimmen. 

Man hat hier 

sin S = sin h sin y -\-cos h cos <p cos a 
sin 6' = sin h' sin (p -f- cos h' cos tp cos (« + a), 
worin a bekannt ist (vergl. Nr. III), und woraus <p und a zu ermit- 
teln sind. Vergleicht man mit VIII, so erhält man unmittelbar 
folgende Losung : 

tgh' cosjwtga sind cos h' cos acos(ju — h) 

g, *~cW g *~sin(/i— h)' g1? ~~ cosJ' cos/* ' 



Digitized by Google 



320 Fünfter Abschnitt. 



T cos o coß tj cos h sin a cosi// 



sin <5 cos (£ — h) 

sin (p = — , 

y sin£ 



tgt//cosf 

tg « = si ntf_ h y 9 = cos a cot S (?— W- 

In Bezug auf die Winkel gilt dieselbe Bemerkung wie zu VIII. 

X. Man beobachtet an einer nach Sternzeit gehenden Uhr die 
Zeitpunkte, in denen derselbe Stern, dessen Lage am Himmels- 
gewölbe bekannt ist, durch denselben Höhenkreis , und zwar zuerst 
auf der östlichen, dann auf der westlichen Seite des Meridians, geht. 
Man soll hieraus die Breite des Beobachtungsortes ermitteln. 

Da man die Lage des Sterns S am Himmelsgewölbe kennt, so 
kennt man mithin seine Deklination <$, so 
wie seine gerade Aufsteigung. Daraus er- 
gibt sich der Stundenwinkel s der ersten 
und s' der zweiten Beobachtung.* Man 
kennt also in dem Dreiecke ZSP: den Win- 
kel ZPS = s, PS = 90° — d, und sucht 
ZP = 90° — (p , wobei wir das (Östliche) 
Azimuth SZP mit a bezeichnen wollen. Ist 
et! das (westliche) Azimuth für die zweite Beobachtung, so ist offen- 
bar cc-\-a' = 180°, und man hat (§. 5 Formel 5): 
cotg (90° — J) sin (90° — <p) = cos (90° — g>) cos s + sin s cotg «, 

d. h. tg S cos w — f sin w cos s 

cotg « = -2 , 

sms 




/ _ tgfleos g> — sin (p cos s' 

lUlg VC ~ • f » 



SUIS' 



* Sey z. B. die gerade Aufsteigung des Sterns 197° 25' 30", die Sternzeiten 
der Beobachtungen: 9 h 5' 12" nnd 16 h 17' 38" (die Sternuhren von O bis 24 h ge- 
rechnet). Da die Uhr 0 ,( zeigt, wenn der Frühlingspunkt durch den Meridian geht, 
so ist derselbe bei der ersten Beobachtung also bereits vor 9 h 5' 12" durch den Me- 
ridian gegangen, d. h. er befindet sich 136° 18' (= 9 h 5' 12". 15) westlich von dem- 
selben. Der Stern S steht aber 197° 25' 30" östlich vom Frühlingspunkt, mithin 
befindet er sich noch 61° 7' 30" östlich vom Meridian, d. h. s = 610 7' 30". Bei 
der zweiten Beobachtung war der Frühlingspunkt bereits vor 16 b 17'38" durch den 
Meridian gegangen, er befand sich also 244° 24' 30" westlich, d. h. eigentlich wie* 
der 115°35'30" östlich vomMeridian. Der Stern S befand sich mithin 244° 24' 30" 
— 197° 25' 30" = 46° 59' westlich vom Meridian, oder s' = 46° 59'. 
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und da cotg a' = — cotg cc : 

tg S cos (p — sin y cos s / _ tgSco&tp — sin y cos s 
sin s' sin s ' 

oder, wie leicht ersichtlich : 

tg d sin s — tg g> cos s' sin s = — tg S sin s' tg (p cos s sin a', 
t _ tg d (sin s + sin s') _ tg d (sin s'-f-sin s) 
^ ~~ cos s sins' + cos s' sins ~~ sin(s'-f-s) 
— 2sin ^ (s'-f-sj.cos^s' — s) 
2sinKs / + s)cosi(s / + s) g ' 
mithin _cosJ(s l — s)t#(f 

g<P ~~ co«Ks' + s) ' 
woraus <p gefunden wird. 

Wir haben hiemit die wichtigsten Methoden zur Bestimmung 
der geographischen Breite eines Ortes angegeben. Von denselben 
verlangen: I und VIII eine genaue astronomische Uhr, ein Stern- 
verzeichniss und einen genauen Höhenkreis ; II eine Uhr und einen 
Höhenkreis; IH, V und IX ein Sternverzeichniss, einen Höhenkreis 
und einen Azimuthaikreis (Theodolith mit Höhenkreis); IV einen 
JHöhenkreis und Azimuthaikreis; VI und X eine Uhr und ein 
Sternverzeichniss; Vn ein Sternverzeichniss und einen Azimuthai- 
kreis. Je nachdem man also über das eine oder das andere dieser 
Hülfemittel verfugen kann , wird man die eine oder andere dieser 
Methoden wählen. Für Geodäten, die in der Regel gute Theodo- 
lithen besitzen, und ein Sternverzeichniss sich leicht verschaffen 
können, empfiehlt sich vorzugsweise VII; daneben dann III, IV, 
V, IX. 

Zur Bestimmung der Lage des Beobachtungsortes ist übrigens 
noch die Ermittlung der geographischen Länge (§. 24. Nr. 6) in 
Bezug auf einen bestimmten Ort nothwendig. Dieselbe kommt durch- 
weg auf die Ermittlung des Zeitunterschieds zurück. Kennt man 
ein Ereigniss , das zu derselben Zeit für die Orte A und B eintritt 
(eine Mondsfinsterniss, Pulversignale u. s. w.), und bestimmt in A 
und B nach den dort regulirten Uhren die Zeitpunkte der Erschei- 
nung, so kennt man den Zeitunterschied, woraus die geographische 
Länge dann geschlossen wird. Signale an Drähten elektrischer 
Telegraphen dienen offenbar zu demselben Zwecke ; eine nach Ber- 
liner Zeit (z.B.) gehende Uhr und die Beobachtung des Mittags 

Dienger, sphärische Trigonometrie. 21 
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an einem Orte B nach dieser Uhr gibt ebenfalls den Zeitunterschied 
zwischen B und Berlin u. s. f. 

Anmerkung. Bei Beobachtungen auf dem Meere, bei denen man nicht die 
Erhebung eines Gestirns über den Horizont des Beobachtungsortes messen kann, 
tritt neben der Korrektion wegen der Refraktion noch die wegen der Depression 
des Meereshorixontes hinzu, deren Bestimmung sich in der Anmerkung zu Nr. 1 in 
§. 41 der ersten Abtheilung befindet. 



Sechster Abschnitt 

Anwendung der sphärischen Trigonometrie auf Geodäsie. 

§.26. 

4 m 

Wie in §.43 der ersten Abtheilung angegeben worden, über- 
zieht man bei grössern Vermessungen den zu vermessenden Land- 
strich mit einem Dreiecksnetze, dessen Winkel gemessen werden 
nebst einer Seit;e (Basis) des Netzes, woraus dann die übrigen Sei- 
ten zu berechnen sind. 

Die höhere Mathematik lehrt nun, dass man eine zwischen Zwei 
Parallelkreisen (Schnitten des Erdellipsoids parallel mit dem Aequa- 
tor) liegende (schmale) Erdzone, deren mittlere geographische Breite 
ß ist, ansehen kann, als Theil einer Kugelfläche, deren Halbmesser r 
durch die Formel 

b 



r = 



1 — eW£ 



gefunden wird, wo b die halbe Erdaxe und e .= y 1 -5, wenn 

a 

a der Halbmesser des Aequators ist. * 



* Der Beweis dieses Satzes kann ein doppelter seyn. Einmal nämlich beweist 
man in der Theorie der Abwickelung krummer Oberflächen, dass in so ferne 

ta« u «. h. «o ,a„ g e U,™ Wert- ^ 

ändert), man die Ellipsoidfläche abwickeln kann auf eine Kugelfläche, deren Halb- 
messer die angegebene Grösse hat. (Man vergl. eine Abhandlung des Verfassers 
im Grün erf sehen Archir Theil XIX, S. 806—332, §§. 17, 18). Man kann aber 
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Zur bequemern Berechnung von r hat man die Formeln: 



i 



cos <p = — , sin 6 = sin y sin ß, r 



a * cos 2 0* 

Wählt man den Meter zur Masseinheit, so ist 
log a — 6*8046434637, log b = 6*8031892839, log cos <f = 
9*9985458202, log sin y =8 9122052079. 
Berechnet man hiemit r, so hat man: 
für 0° geographischer Breite, log r 
„ 10" 



20° 
30° 
35* 
40* 
45° 
46° 
47* 
48° 
49° 



•1 



n 



6*8031893, 
6-8032766, 
6 8035285, 
6*8039145, 
6*8041439, 
6-8043886, 
6-8046410, 
6-8046918, 
6 8047424, 
6*8047930, 
68048434, 



dasselbe Resultat auch aus der Theorie der Abbildung krummer Oberflächen auf 
einander folgern. In der eben angeführten Abhandlung §. 21 findet sich für r (das 

dort A heisst) allerdings eine andere Form angegeben, nlmlich >CO *P CO * . es j ässt 

cos B cos 0 

sich aber leicht zeigen , dass diese Form mit der obigen zusammenfällt. Man hat 
nämlich cos* 0 = 1 — e'sin 1 /?, und wenn e = sin g>: 

1— e» 1 — e' 1 l+tg'ycos'f 

1— e*sin'/?~ 1— e 2 +e'cos*0~ l+tg t 9 >co* t fl.~~l+tg x 9 cob* ß (sin* ß+ 

_J \ ! cw > t 

1 + tg s 9 eosV ~ 1 + tgU + tg» t tg V 1 -f tg l t " 1 +sin* £tg«|T 

- r^tg*^ cos * * - co * 2 v coß ' ^ 

also da cos cos t positiv sind: 



V 



1 — e* v cos/? cosfleos? 

; j— T— = COS ^ COS ? = COS Z, = ■ . . . 

1 — e'sin*/? ' cosB cos B cos 0 l — e*$in*ß 

a cos ff cos? ^l-e' 



cosBcosÖ ~ 1 — e*sin l 0~ 1— e^ra'tf 
was den Satz beweist. Die Theorie selbst rührt von Gauss her (vergl. dessen 
„Untersuchungen über Gegenstande der höhern Geodäsie"); die eben nachgewie- 
sene Übereinstimmung der Resultate zweier Theorien ist jedoch nicht ohne 



21* 
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für 50° geographischer Breite, log r = 6*8048936, 
„ 51° „ „ , = 6-8049434, 

„ 52° „ „ , = 6-8049928, 

„ 53° „ • „ , = 6-8050418, 

„ 54° „ , = 6-8050906, 

„ 55° „ , = 6*8051386, 

„ 60° „ „ , = 6-8053687. 

Bei der Berechnung der einzelnen Dreiecke , selbst der aller- 
grössten, wird man nun den in §. 19 bewiesenen Legendre'schen 
Satz immer anwenden, dieselben also berechnen wir ebene Dreiecke 
deren Seiten eben so lang sind als die Seiten (Bögen) der geodä- 
tischen Dreiecke und deren Winkel gleich sind den um den dritten 
Theil des sphärischen Exzesses verminderten Winkeln der letztern. 
Die Berechnung des sphärischen Exzesses geschieht nach den in 
§. 20 aufgestellten Normen, wobei wir nochmals bemerken, dass der 
in der dortigen Nr. 4 betrachtete Fall, da man alle Winkel und eine 
Seite des geodätischen Dreiecks kennt, gerade der meist vorkom- 
mende ist ; man gleicht zuerst, wie dort angegeben , die Winkel auf 
180° aus und berechnet das Dreieck alsdann wie ein ebenes, das die 
drei so erhaltenen Winkel und die gegebene Seite hat; die gefun- 
denen beiden andern Seiten sind die Seiten des Dreiecks *. Will 
man dann den sphärischen Exzess noch kennen , so wird man ihn, 
wie dort angegeben, berechnen können. Man bedarf des Werthes 
desselben bei der endgiltigsn Ausgleichung der gemessenen Winkel 
im ganzen Dreiecksnetz, deren Darstellung jedoch hier nicht ge- 
geben werden kann, da sie in ein anderes Gebiet gehört. 

Der Werth des Kugelhalbmessers ist übrigens hier nur bei Be- 
rechnung des sphärischen Exzesses nothwendig, und da dabei fünf- 
stellige Logarithmen immer genügen, so sieht man aus obigen 

* Sind A, B, C die Werthe der drei Winkel , -wie sie durch Messung gefunden 
•worden , E der sphärische Exzess , so sollte A -p* B -f- C = 180° -j- E sein ; ist nun 
A -\-B -\~ C = 180° -\- a , so ist E — et die Summe der Beobachtungsfehler in den 
drei Winkeln. Da man , wenigstens für die hier ins Auge zu fassenden Zwecke 
scharf genug, annehmen muss, dass die drei Winkel gleich scharf beobachtet wur- 
den, so wird in jedem der Fehler \ (E — a) begangen worden sein, d. h. ihre wahren 
Werthe sollen A + \ (E — o), B -}- { (E — a), C -f \ (E — o) sein ; zieht man dann 
von jedem ^E ab, um die Winkel dos ebenen Dreiecks zu erhalten, so hat man- 
A — Ja, B— ja, C — ja, wie in §.20 angegeben. 
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Werthen von r leicht, dass man r für eine bedeutende Ausdehnung 
des Ketzes in die Breite ungeändert lassen kann. Würde aller- 
dings das Netz sich über gar zu viele Breitengrade ausdehnen, so 
mtrsste man verschiedene Werthe von r benützen; allein in diesem 
Falle trennt man gewöhnlich das ganze Netz in einige einzelne ab, 
die man für sich berechnet , da ohnehin bei gar zu grossen Netzen 
die Ausgleichungsrechnung äussert beschwerlich wäre. 

Wir haben bereits in §. 20 an einem speziellen Beispiele gezeigt, 
dass der Legendre'sche Satz selbst bei sehr grossen Seiten die 
Rechnung mit aller nur wünschbaren Schärfe führen lehrt; es 
möchte jedoch nicht ohne Interesse seyn, sich die Frage zu stellen, 
wie gross die Seiten seyn dürfen, damit der Fehler im Winkel nicht 
0*001 Sekunde betrage, d. h. damit, wenn man gemäss den For- 
meln (20) in §. 19 zuerst die ebenen Winkel A', B', C berechnet 
und dann die sphärischen daraus schliesst, der Fehler nicht 0*001 
Sek. betrage. Nach den Formeln (18) des §.19 muss also 

F 7b 2 + 7c 2 -f-a 2 — AA , 
37^ T 2 0r* < 0OQ1 
seyn. Macht man hier a = b = c, was offenbar den grösstmöglichen 
Werth liefert, so ist 

, also O'OOl. 
Setzt man diese Grösse geradezu = 0*001, so ist 

f±Y- 1*40. 0-001 1**4 \ / i' 44 

VrJ ~^ 15(>V3 "15^V3' r"^ V 15qV& 

a~ V 1*44 * 

Nun ist log 15 = 1*176 09 

* . log q =5*31442 

logV3 = 0*23856 
Flog 1*44 = 9*841 64 



6*570 71 

log -=1-642 68 
e a - • 

- = 4392 
a 
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a 1 1 

d. h. — ist kleiner als oder es dürfen die Seiten ungefähr = 77 

des Halbmessers sein, bis der Fehler 0*001 Sekunde in den Winkeln 
beträgt. 

Da bei 45 0 Breite log r = 6*80464, so ist alsdann loga = 5*161 96, 
a= 145200 Meter, was einer Länge von über 16 Meilen gleich- 
kommt. Es stimmt diess auch zusammen mit dem in §. 20 Ge- 
fundenen. 

Sollen nun in einem geodätischen Dreiecksnetze , in dem eine 
Seite gemessen wurde, und in welchem in jedem einzelnen Dreiecke 
zwei Winkel oder alle drei gemessen worden (letzteres, in der Regel), 
die Seiten berechnet werden , so wird man zunächst in dem Drei- 
ecke, in dem die gemessene Seite liegt, nach §. 20 Nro. 3 oder 4 
die übrigen Stücke finden; in dem nächsten Dreiecke, in dem man 
nun bereits eine Seite kennt, eben so die. übrigen Theile erhalten 
u. s. w. Der sphärische Excess findet sich in jedem Dreiecke ent- 
weder nach §. 20 Nro. 3 schon vor der Berechnung der Seiten, oder 
nach dem oben Angeführten, wenn nämlich die sämmtlichen drei 
Winkel gemessen wurden, auch nachträglich, wenn man diess vor- 
zieht. Eine solche Berechnung des Dreiecksnetzes aus den durch 
Messung erhaltenen Winkeln ist jedoch, wie bereits angeführt, immer 
nur eine vorläufige, die zur Bestimmung des sphärischen Excesses 
dient; ist derselbe für jedes Dreieck bekannt, so muss dann ver- 
mittelst der Ausgleichungsrechnung eine Ausgleichung der Winkel 
des ganzen Netzes Statt finden und die alsdann erhaltenen Winkel 
sind als die wahren sphärischen Winkel anzusehen , mit denen die 
definitive Berechnung der Seiten, nach dem Satze des §. 19, durch- 



zuführen ist. Der sphärische Ex- 
cess jedes Dreiecks, der dazu noth- 
wendig ist , bleibt derselbe , wie er 
bereits bekannt war. 

Die Berechnung eines kleinen 
Netzes mag als Beispiel vollkommen 
genügen. In demselben ist, wenn 
dieMa^sse inToisen angegeben sind, 
log AB = 4*1949091, dann in dem 
Dreiecke : 



Fig. 78. 
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ABC : A = 76 ö 5'31 *926", B = 48° 30' 9-629'', C = 55° 24' 19*269", 
BCD:B = 50°59'56*261", C=78°9'40-220", D=50°50'25*039", 
ABU : A = 49°40' 599 1 2", B=99°30' 5*890", D=30° 48' 56*562", 
BDE:B = 65°53'6*152", D=73 0 31'26*514",E=40 0 35'34*067", 
DEG:D = 52°49'30*981", E = 60° 33' 3*421", G = 
EFG:E = 51°21'6*323", F= 72° 35' 12*945", G = 

Bezeichnen wir immer die Fläche des betreffenden ebenen Drei- 
ecks mit J, den sphärischen Excess mit c, setzen logr — 6*5152218 
(die geographische Breite ungefähr 53°, unddieMaasse Toisen, wo- 
bei von dem oben angegebenen Werthe des logr abgezogen werden 
rauss 0*2898200), so hat man: 

Dreieck ABC : 

A = 76° 5'31*926" A' = 76° 5'31*651" log AB = 4*1949091 
B = 48 30 9*629 B' = 48 30 9*355 log sin B' = 9*8744735 
C = 55 24 19*269 C' = 55°24 18*994 ElogsinC' =0 0845005 

180 0 0 logAC = 4*1538831 




log AB = 4* 1949091 
log sin A' = 9*9870776 
E log sin C — 0*0 845005 
logBC = 4*2664872 
log AB = 4*194909 log,/= 8*03484 
logAC = 4*153883 log q~ 5*31442 
log sin A' = 9 987077 E log r» = 6*96955 — 10 
E log 2 = 9*698970 log e = 0*31881 
log,/ = 8*034839 e = 2*084". 

Dreieck BCD. 

B=50 0 59'56*261" B' = 50°59'55*754" log BC = 4*2664872 
C = 78 9 40*220 C' = 78 9 39*714 log sin C' = 9*9906620 
D = 5050 25 039 D' = 50 50 24*532 E log sin D' = 0 1 104814 

^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ o 

180 0 1*520 180 0 0 log I^D^ 4*3676306 

1.520 



= 0*506 



log BC = 4*2664872 
log sin B' = 9*8904964 
E log sin D' = 0 1104814 
log CD = 4*2674640 

* 

- 
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logBC = 4-266487 
log BD = 4 367631 
log sin B' = 9 890495 
Elog2 = 9-698970 



log /I— 8-22358 
log ß = 5-31442 
E log r 2 = 6-96955 — 10 
löge = 0-50755 
6 = 3-218". 



log^/ = 8-223583 

Dreieck ABD. 
A = 49*40' 59*912" A' = 49° 40' 59' 124" logAB = 
B = 99 30 5-890 B' = 99 30 5' 102 logsinA' = 
D = 30 48 56-562 D' = 30 48 55 774 ElogsinD'= 



4- 1949091 
98822269 
0-2904965 



180 0 
2-364 



3 



2-364 
= 0-788 



180 0 0 



log BD = 4 3676325 



logAB = 4*1949091 
log siuB' = 9-9940009 
E log sin D' = 0*2904965 



log AD = 4-4794065 
logAB = 4- 194909 log^ = 825551 



log BD = 4-367632 
log sin B' = 9-994001 
E log 2 = 9*698970 



log e = 5*31442 
Elogr* = 6-96955 



— 10 



löge = 0-53948 
e = 3*463". 



log,/ = 8*255512 

Dreieck BDE. 

B = 65°53' 6-152" B' = 65°53' 3'908" logBD = 
D = 73 3126-514 D' = 73 31 24*269 logsinD' = 

E' = 40 3531-823 E log sinE' = 

180 0 0 log BE = 4-5360609 



E = 40 35 34 067 
0 6-733 



4-3676325 
9-9817895 
0-1866389 



180 
6-733 



= 2*244 



log BD = 4-3676325 
log sin B' = 9*9603391 
ElogsinE' = 0-1866389 



log DE = 4*5146105 



log BD = 4-367632 
log BE =4-536061 
log sin B' = 9 960339 
E log 2 = 9-698970 
\ogJ= 8563002 



log,/ = 8*56300 
log q = 5 31442 
Elogr' = 6-96955 



— 10 



löge = 0-84697 
e = 7-030". 
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Dreieck DEG. 

D = 52°49'30'981" logDE' = 9*02922 

E = 60 33 3 421 log sin D = 9*90134 

113 22 34*402 log sin E = 9*93991 

log e = 5-31 442 
E log 2 = 9-69897 
jy 52 »49' 28*390" E log r 2 = 6*96955 — 10 

E' = 60 33 0-830 E log sin (D4-E ) = 0 03718 

113 22 29-220 log € = 0 89059 

G' = 66 37 30*780 € = 7*773" 

G=66 37 33-371 £ = 2-591 

3 

log DE = 4*5146105 
log sin E' = 9*9399120 
E log sin G' = 0 03719 07 
log DG = 4*4917132 
log DE = 4*5146105 
log sin D' = 9*9013432 
E log sin G' = 0*0371907 » 
log EG = 4 4531444 

Dreieck EFG. 

E = 51°21' 6*323" log EG 2 = 8*90629 

F = 72 35 12*945 log sin E = 9*89265 

123 56 19*268 log sin (E + F) = 9-91 889 

\ogQ = 5*31442 
E log sin F = 0*02038 
E' = 51°21' 4*569" ' E log r 2 = 6*96955 — 10 

F' =72 35 11*191 E log 2 = 9*69897 

123 56 15*760 log € = 0 721 15 

G' = 56 3 44*240 € = 5*262" 

G = 56 3 45*994 i=1754 

3 , 

log EG = 4*4531444 
logsinE' = 9*8926452 
E log sin F' = 0*0203744 
logFG = 4*3661640 
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log EG 
log sin G' 

E log sin F' 

logEF = 4'3924111. 



4 4531444 

9-9188923 
0*0203744 




§.27. 

Hat man die Seiten und Winkel eines Dreieckßnetaes endgiltig 
berechnet , so werden in der Regel die Koordinaten der Eckpunkte 
des Netzes zu berechnen sein. Dieselben sind entweder Polar- 
koordinaten oder rechtwinklige Koordinaten. Stellt KS den durch 
A gehenden Meridian vor, ist B ein Eckpunkt des Netzes, Fi * 74 - 
AB die von B nach A gezogene kürzeste Linie, so bil- 
den die Länge AB, nebst dem Winkel NAB, den die- 
selbe mit dem Meridian NS macht, die Polarkoordinaten 
von B. Die Entfernung AB ist immer positiv; der 
Winkel NAB soll von der nördlichen Seite AN des 
durch A gehenden Meridians durch Osten, Süden, We- 
sten, von 0 bis 360° gerechnet werden; er pflegt auch j 
das Azimuth von AB in A genannt zu werden (vgl. 
§. 25 III.). S 

Fällt man von B auf NS die senkrechte kürzeste Linie BC , so 
pflegen AC und BC die rechtwinkligen Koordinaten von B genannt 
zu werden; dabei ist BC positiv, wenn B auf der östlichen, negativ, 
wenn B auf der westlichen Seite des Meridians SN liegt ; AC ist 
positiv oder negativ , je nachdem C nördlich oder südlich von A 
liegt. A pflegt zuweilen auch der Pol der Koordinaten oder der 
Anfangspunkt derselben genannt zu werden. (Vgl. meine „ebene 
Polygonometrie" §. 3). Nach der in §. 26 schon angeführten Theorie 
kann man alle diese Grössen 
als auf einer Kugel vom 
(allerdings veränderlichen) 
Halbmesser r liegend an- 
sehen , also die Linien AB, 
BC, AC als Bögen grösster 
Kugelkreisc betrachten. 

Wir wollen nun zunächst 
die Polarkoordinaten zu be- £ 



Fig. 78. 
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rechnen lehren. Die hier zu lösende Aufgabe ist die aus den be- 
kannten Polarkoordinaten AB = S, MAB — cc des Punktes B die des 
Punktes C : AC = S', NAC = et' zu finden, wenn man BC = s nebst 
dem Winkel ABC = ß kennt, wobei wir den Winkel BCA = 0' 
nennen wollen, und natürlich voraussetzen, dass ß und ß 1 unter 
180° seien. 

Sey € der sphärische Excess des Dreiecks BAC , der Winkel 
BAC dieses Dreiecks = fi t so hat man (§. 20 Nro. 2, erste Abthlg. 
§.23): 

.S.s. sin/? 

e = l — p — e. 

S< sin J (ß 1 — M ) = (S — s) cos — i «). } (24) 
S' cos 1 (/?' -/t) = (S + s) sin \(ß — i «), 
ß+ß' + fi=l80 0 + e. 
Hieraus folgt t 

S> s 

tg hiß' - /*) = gq^ cotg }(/? - Je), 

und da — jt) seinem Werthe nach nicht über 90° sein kann, so 
folgt hieraus \(ß* — n) ganz unzweideutig (wäre die zweite Seite 
negativ, 60 läge $(ß' — fi) zwischen 0 und — 90°), und da auch 
hiß'+p) — 90° — iß+{e, so kennt man ß',p; S' findet sich 
dann aus einer der obigen Gleichungen sehr leicht. Nun ist aber, 
wenn a' — a unter 180° ist (positiv oder negativ): 

fi = cc' — aoder=a — 
ist a! — a über 180° (positiv oder negativ), so hat man 

/b = 360°+* — «' oder =360° + «' — a. 
Welcher der vier Fälle Statt findet, ist in der Praxis immer un- 
schwer zu entscheiden. Dazu dienen folgende Regeln : 

1) Stellt man sich in B und dreht sich in dem Sinne Nord — 
Ost — Süd — West von der Seite AB gegen BC, so wird, wenn der 
so durchlaufene Winkel grösser als 180° ist, scyn 

p — a' — et, oder fi = a' — a + 360°, 

also 

a' — cc-{-fi t oder cc 4 ~a~\-fi — 360°, 
wobei der erste Falf gilt, wenn a-f-^<360°, der zweite, wenn 
a + /u>360°. 

2) Stellt man sich in B und dreht sich in derselben Richtung, 
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der also durchlaufene Winkel ABC kleiner als 



H — a — oder \i — a — a' + 360°, 



so ist, wenn 
180° ist: 

d. h. 

a' — a~ f.i, oder a' = a — ja-|-360 0 , 
wobei die erste Formel gilt, wenn a — f* positiv, die zweite, wenn 
et — fi negativ ausfällt. 

Damit jedoch die ganze angegebene Rechnungsweise zulässig 
sei, dürfen die Längen S,S' nicht gar zu gross ausfallen. Auch 
eine Rechnung nach den eigentlichen Formeln der sphärischen Tri- 
gonometrie wäre dann nicht mehr zulässig, da der Kugelhalbmesser 
nicht derselbe bleibt, wenn die Seiten gar zu gross werden. Doch 
dürfen sie sicherlich eine Länge von über 30 Meilen erreichen, ohne 
dass unsere Rechnung einen merklichen Fehler geben wird. In 
anderm Falle müsste man. sich damit helfen , dass man bei gar zu 
ausgedehntem Netze mehrere Punkte A (Anfangspunkte, Pole) 

♦ 

wählte. 

Sollen nun nach obigen Formeln die Polarkoordinaten der Eck- 
punkte berechnet werden, so wird man, wenn die Punkte des Netzes 
durch 1,2, bezeichnet werden, die Seite A 1 als Seite des Drei- 
ecksnetzes, so wie den Winkel 1 AN durch direkte Messung kennen, 
und von den bekannten Polarkoordinaten des Punktes 1 nebst dem 
aus dem Netze ebenfalls bekannten Winkel A 1 2 und der Seite 1 2 
die Polarkoordinaten von 2 nebst dem Winkel A 2 1 berechnen. Aus 
den an 2 liegenden Winkeln des Netzes, so wie dem Winkel A2 1 
findet man dann leicht den Winkel A23 in dem Dreiecke A 2 3, und 
kann dann die Polarkoordinaten des 
Punktes 3 berechnen u. s. w. 

Ein, wenigstens angedeutetes Bei- 
spiel mag die Sache erläuternd Seyen 
B, C, D, E, F fünf auf einander fol- 
gende Punkte des Netzes; S t , S 2 , . ., 
S 5 ihre Entfernungen von A ; a v , a 2 , 
cr 5 die Azimuthe dieser Entfer- 
nungen in A; zugleich ist aus der Mes- 
sung bekannt : 

log AB = 3 8923854 , log B C = 4'055 1842, 



Fig. 76. 
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log CD =±4-2399134, log DC = 4*3784931, 
log EF = 4-4329387, NAB = 57° 52' 46*78", 
ABC = 165°9' -11-31", BCD = 75°36'3810", 
CDE = 76°27'35*10", DEF= 123° 3' 9*89", 
logt = 6*51527, hgQ = 531442. 

Dreieck ABC. 

AB = S n AC = S 2 , BC = s t , ABC = A, ACB = ß i ', BAC = /i, 

NAB = cc l . 

« = SlS 2r'" /?1 * ' S ' sin i <Ä ' - i 11 ) = ( S * ~ s « ) cos 4CA— i 0. 

5 2 cos J(A' — ft) = (S, + b, ) sin i ( A - Je). 
Daraus folgt 

A' = 6°2'26-45", /t = 8° 48' 22*46", log S 2 =4-2788699, 
p = « 2 — a v , « 2 = a, + fi = 66° 41 '9 24". 

Dreieck ACD. 

AC = S 2 , AD = S 3 , CD = s 2 , ACD = A'+BCD = 81 0 39'4'55" 

= ft,-ADC=Ä', CAD = /i. 
e = S 2 .s^.sinft g> Sj 8in j^^^ = (Sa _ g2) coaKft 

5 3 cos * (ft - ,1) = (S, + s 2 ) sin HA - { e), 

woraus 

A' = 52°8' 40-34", /t = 46 e 12' 18*26", log S, = 4*3768585. 
ti = a 2 — a 3 , also a 3 = <* 2 — = 20° 28' 50*98". 

Dreieck ADE. 

AD = S 3 , AE = S 4 , DE = s 3 , ADE = ft = CDE — A' ~ 
24° 18' 54*76", AED = ft ', DAE = p. 
e = S,.v«inA ^ ^ gin , ^ = _ ^ } } ( ft _ { £)> 

S* cos HA ' - /*) = (S 3 + s, ) sin KA - i«). 

woraus 

ft' = 77° 20' 3 1*96, /* = 78° 20' 35*54", log S 4 =--4*0021 809. 
p = a 3 — « 4 + 360°, a 4 = « 3 — fi + 360 0 = 360° — 57° 5 1 ' 44 56" 

= 302° 8' 15*44". ' 

Dreieck AEF. 

AE = S 4 , AF = S R , EF = s 4 , AEF = A = DFF — A '.= 
45°42'37*93", AFE = ft'» EAF = /i. 
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■ = Sl '\ r ?" ßl e , S 5 sin J (Ä ' - *0 = (S 4 - ».) cos J - i e), 
S 6 cos J(/V— /*) = (S 4 + s 4 ) sin KÄ— J «). 

woraus 

A'=19°42'41-75", ^=114°34'42-23 // , log S 5 = 4*3289897. 
/t — « 4 — « 5 , « 4 _ /t — 187°33' 33 31 " = « 5 . 

§. 28. 

Wenden wir uns nun zur Berechnung rechtwinkliger Koordi- 
naten, so haben wir wieder dieselbe Aufgabe zu lösen , nämlich aus 
den bekannten Koordinaten des Punktes B die des Punktes C zu 
finden, wenn man BC nebst dem Winkel DBC kennt. 



Fig. 77. 




Seien also die Koordinaten vönB:AD = M, BD = P(wo die 
Buchstaben M und P an Meridian und Perpendikel auf denselben 
erinnern mögen), die von C:AK = M+^/M, EC = P + ^/P, wo 
also JM, A\* die Aenderungen der Koordinaten sind, wenn man von 
B zu C übergeht. Die Linie DE ist = ± JM t je nachdem AE > 
oder < AD ist. Die Länge von CB sey s, ferner der Winkel, den 

■ 

» 
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BC mit BD macht, und zwar nach der Westseite von BC gerechnet, 
sey a; der den BC in C mit CE macht, ebenfalls nach der West- 
seite gerechnet, sey/?; den erstem setzen wir als bekannt voraus. 

Denken wir uns die Bögen grösster Kreise BD , CE nach der 
Ostseite des Meridians AN hin verlängert, bis sie sich in P schnei- 
den (was in der Figur nur im ersten Falle geschehen ist, in den 
andern angedeutet wurde), so erhält man ein sphärisches Dreieck, 
dessen Bögen PD, PE, DE sind. Da PD und PE auf DE senkrecht 
stehen, so ist der Winkel P derselbe, wie der Mittelpunktswinkel, 
der zu DE gehört (§. 8 Xro. 2) , und die zu PE , PD gehörenden 
Mittelpunktswinkel sind 90°. Betrachten wir nun das sphärische 
Dreieck PBC, so sind dessen drei Winkel P, 180 — 180 — ß; 
sind p, p', m, a die den Bogen BD, EC, DE, BC zugehörigen Mittel- 
punktswinkel, wo p, p' positiv oder negativ seyn sollen, je nachdem 
BD, CE es sind, so sind die Seiten des Dreiecks- 90° — p, 90° — p', 
o* und der Winkel P = ni. Bekannt sind darin : 90° — p, c als Sei- 
ten, 180°— a als Winkel; gesucht 90°— p' als Seite, m, 180°—/? 
als Winkel. Da jedoch hier die Seiten nicht mehr in dem Falle des 
§.19 sind, so wird man auch nicht mehr nach den dortigen Formeln 
verfahren können. 

Man hat nun (§. 3) : 

cos (90°— p') = cos (90° — p) cos <r+ sin (90° — p) sin 

cos(180° — a) 

d. h. 

sin p' = sin p cos <r — cos p sin ccos a. 

Die Bogen BD, EC, BC werden immer so beschaffen seyn, dass 

(BD^V * 
— J , . . . vernachlässigen kann (§. 19); alsdann ist 

aber (erste Abth. §.16), wenn r den Halbmesser der Kugel be- 
deutet : 

smp = ^-j(£) , cosp = l— , Biner=~j(i) , 

cos<3r=l— , . 

sm P < = -n: »t-r-J. 

mithin ist die obige Gleichung: 
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E±-_ !( p±-)- = E[ 1 _ i e 7 )'][,- l (i)'] 



d. h. 



P + ^_ 1 <Ed^r =P ( 1 _ i ^( 1 _, ; 4) 

oder wenn man jetzt die durch r* dividirten Grossen weglässt: 

(P + JP)' P' Ps J P'scosa 

P + ^P- r =P-t7i-t-p— »eo»« + |— — 



, 8 3 cos a 



_ . t (P+4P) s — P s , Vcosa . Ps(Pcosa— s) 
^P^-scosoe + r f a ^ r 2 

. \ 3F*JP + 3PJP 7 + JP* . ,8'cosa 

r i 
, t P.s.(Pco8a — s) 

Ts r* 

r 



d. h. 

_ , P 2 (^P + S.COS«) , P(^P 2 -S 2 ') 

, 4 ,/P 3 +s 3 cosa , . 
+ 5 -* • W 

Hieraus folgt als erster Näherungswerth von JP : — scosa, und 
setzt man diesen für JP auf der zweiten Seite, was gestattet ist, 
da JP = — scosa bis auf Glieder mit r 2 im Nenner genau ist, so 
hat man : 

_ . Ps 2 .sin 2 a , s 3 cosasin 2 a 
JP = — s.cosa — ± - 2 |-i , 

d.h. 

s 2 sin 2 a 

JP~ — s.cos«. — i(P — i scosa) — L - 1 — , (b) 

welche Formel immer eine genügende Näherung geben wird. 

Um JM zu erhalten, bemerken wir, dass in demselben sphärischen 
Dreieck der Winkel an P die Grösse J$A (m) misst; nun ist (§.11): 
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. _ = cotgcf sin (90°— p) — cos(90°— p) cos(180°— a) 

g sin (180° -«) ' 

sin a cotg m = cotg orcos p sin p cos a, 
oder 

sm « 1 , . cos p 4- sin p cos ateä 

— — = — cosp + sinpcosa = — — — — 

tgm tgc r tgcr 

woraus unmittelbar folgt: 

tgo\ sin a 

tgm = f 2 —. . 

cosp + sinpcosatgcr 

Nun ist, wenn wir DE kurzweg mit JM. bezeichnen , also auf 
das Zeichen nicht achten, und wieder Alles weglassen , was r* im 
Nenner hat; 

tg m = — + i{ rr ) ,tgcr = 7 + i( 7 J , C osp=l-iL, 

P P s 

also 



d. h. 



i -*?+fK i -*!00+*?)«-- 



s* 



— r~ — s .sma L_ 

r P 2 . P.s 



d. h. 



1— 4-, + — cos« 

= 8.8in«.^l+ip + i— , p-cos« J, 



/\f — e 6 in„H 8 l;„ t t P ? .s.sin« P.s 2 . cosasina t JM 3 

^l-s.sma+l^sina + i - 2 — 



* Man hat 



sinm_ r ü r» zfM < 
g cosm , 1 JM* ~ r » r 3 * 



r 

•wie durch Division unmittelbar erhalten wird. 
Dienger, spaamdie Tri*oiiomotrie. 



S 
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woraus als genäherter Werth von JM. sich ergibt : 

JM.= s. sin« 

und wenn man diess für JM. anf die zweite Seite setzt, so erhält man : 

. . .P'.s.sina P. s a cosa. sina . s 8 . sinacos 2 « 
^M=rs . sina + J ^ ^ H - 2 

P.s.sina r< „ n . (s.cosa)*.8.sina , . 
= s.sm«+— LiP — scosaj+i.- p , (c) 

welche Formel für die Berechnung bequem ist, da s.sina, s.cosa 

ohnehin berechnet werden müssen. Zur Berechnung des Winkels ß 

hat man in demselben Dreiecke (§. 4) : 

sin ( 1 80 0 — a) : sin ( 1 80 0 — ß) = sin (90 0 — p') : sin (90 0 — p), 

d. h. . sin a. cos p 

sina:sin/? = cosp':cosp, smß~ — E . 

r r cosp' 

Nun sind cos p, cos p' von 1 nicht sehr verschieden, also ist nahe 

sin ß = sin a t d. h. entweder ß = a oder 0 -f- a = 180°; man sieht 

leicht, dass Letzteres das Richtige ist, und setze desshalb : 

ß=l80° — a + Ja, sin 0 = sin (a — Ja), 

so ist 

sm«.(l-5 7 ,) P' '(P+zfl>)n 

«n (« -Ja) = (p + jp y = L 1 "^* 1 ^^ 



l-l. 



r* 



d. h. 



[- VJP + \JP 7 ~l 
1+ 5L_j f 



r 

2 



sin « cos J a — cos « sin Ja ¥JP-\-\JV 
: = 1 H 5 , 

sina ' r 2 



cos Ja — cotg a . sin Ja = 1 -j ^ . 

Hieraus folgt, wie natürlich, dass Ja sehr klein ist; setzt man 
also (erste Abth. §.19): 

cos Ja — 1 — £arc 2 Ja, &inJa = zrc Ja — 
so hat man 

PJP + IJP* 



— cotg a . arc Ja — £ arc 1 Ja 



r 2 



w r oraus folgt, dass arc^a von der Art derjenigen Grössen ist, die 
r 2 im Nenner haben, so dass arc vernachlässigt werden 
muss, man mithin hat: 
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wo für JP bloss sein angenäherter Werth — s . cos« zu setzen ist, 

woraus man nun erhält : 

. (P — $s. cos«) s . sin« 

arc Ja = 1 ~- , 

r* 

und wenn Ja in Sekunden gesucht wird : 

. . (P — i.s.cos«) s.sin« 

4«= 2 — n-^ -Q- ( d ) 

r i 

Stellt man die Formeln (b), (c), (d) zusammen , so hat man zu 

berechnen : * • t» 

s.cosa = A, s.sina = B, 

^P = -A-i(P-JA).^, ^M = B + ?^(iP-A) . (25) 

Die Grösse JP erhält von selbst das richtige Vorzeichen , so 
dass die Entfernung des Panktes C vom Meridian (Ordinate) = P 
-f- JP ist ; ob aber AE (Abszisse von C) = M -(- JM. oder = M — JM 
ist, muss besonders entschieden werden. 

Was den Winkel ß anbelangt, so wird er dazu dienen, für die 
nächstfolgende Seite des Dreiecksnetzes den Winkel-« zu bestimmen, 
in einer Weise, die analog der in §. 27 ist. Ein Beispiel mag genügen : 
s = 25588-16 hess. Klafter, P = - 5674*48, M= 16053*95, 
«=fl50°8' 17 027", geographische Breite 49°30 / . 

Da ein hessisches Klafter — 2*5 metres, so ist log r = 6*80487 
— log 2*5 = 6*40693. 

log s = 4-4080390 log s = 4*4080390 

log cos« = 99381332 (— ) log sin « = 96971524 
logA = 4*3461 722 (—) logB = 41051914 

A = — 2219076 B = 12740-64 

P — }A »1722-44, JP— A= 19353*52, P — *A = 5420*90 
l°g (P — j A) = 3*23613 log P=3*76392 (— ) 

logB 2 = 8*21038 logB=4*10519 
Elog2 = 9-69896 log (JP— A) =4*28676 

Elogr 2 = 7*18614— 10 Elogr *=718614— 10 

8*33161 — 10 9*33201— 10(— ) 

Zahl = 00214 Zahl = — 0*2148 

22* 
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log A 2 = 8*69224 
logB — 410519 
Elog3 = 9*52287 

Elogr 2 ^7-18614— 10 * . 

9-50654 — 10 
Zahl = 0*321 

22190-76 =- 0 02 = 22190 74, JM = 12740-64 — 0*215 

4-0-321 = 12740-75 * 
logB = 4'10519 

ß= 180° — 150° 8' 17-027" + 
2-187" = 29 0 51'45-160" 



log (P— JA) = 3-73407 
Iog? = 5*31442 
Elogr 2 = 7-18614 



10 



P + ^P = 16516*26, M+JM 
= 28794-70. 



log^/« = 0-33982 
^ = 2-187" 

Will man die Koordinaten der auf einander folgenden Eckpunkte 
eines Netzes (etwa des Ln §. 27 schon betrachteten) berechnen , so 
wird man von A ausgehen müssen und dort zuerst haben : 

P = 0, M = 0, « = 90°+BAN, 
wenn AB östlich von SN, odera=90° 
— BAN, wenn AB westlich von SN 
liegt; alsdann findet man die Koordi- 
naten von B; aus dem Winkel ß, den 
man gefunden, bestimmt sich für BC 
dann leicht a u. s. w\ 

- Wir bemerken schliesslich noch, 
dass, wenn das zu berechnende Drei- 
ccksnetz sich durch mehrere Grade der 
Breite erstrecken sollte, man in den Formeln (25) den Werth von r 




* Dieses Beispiel ist nach den Angaben Fischer*« (höhere Geodäsie III. 
S. 131) aus der Grossh. hessischen Vermessung gewählt; die obigen Resultate 
weichen von den hessischen jedoch bedeutend ab ; letztere sind JP = 22205*78, 
//M = 12714 49. Es rührt dieser keineswegs unbeträchtliche Unterschied von der 
durch keino Theorie zu rechtfertigenden ejgcnthümlichcn dortigen Annahme von 
Krümmungshalbmessern her, wornacb dio drei Seiten eines und desselben sphäri- 
schen Droiecks im Grunde auf dreierlei Kugeln liegen. Wie man alsdann noch 
sphärische Trigonometrie anwenden kann, ist unbegreiflich. Die oben gegebenen 
Resultate sind anzweifelhaft richtig. 
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sich ändern lassen kann , gemäss den in §. 26 gegebenen Regeln, 
dass aber dann auch die erhaltenen Resultate alle mögliche Scharfe 
haben , so dass sie gerade so erhalten werden , als wenn man sie 
nach andern direkten, auf das Erdellipsoid als solches sich beziehen- 
den Formeln ermittelt hätte. Die absolute Länge der Koordinaten 
P ist dabei gleichgiltig, nur muss sie natürlich immer so sein, dass 
unsere Annahme (die Vernachlässigung der durch r* dividirten 
Grössen) nicht verletzt wird. 

Ausser den Koordinaten werden aus dem Dreiecksnetze auch 
die geographischen Lagen (Breite und Länge) der einzelnen Drei- 
eckspunkte berechnet; auch diese Rechnung kommt, wenn man will, 
auf eine Anwendung der sphärischen Trigonometrie zurück, kann 
jedoch etwas schärfer durch Formeln geführt werden , deren Ent- 
wicklung nicht hieher gehören kann. Selbst aber, wenn man die 
sphärische Trigonometrie anwenden will, muss man eiue Anzahl 
theoretischer Sätze zuvor nachweisen, deren blosse Auführung hier 
doch wohl zu viel Fremdes, nicht Erwiesenes einfuhren würde. Da 
ohnehin der Gegenstand recht eigentlich dem Gebiete der höhern 
Geodäsie angehört, so müssen wir dorthin verweisen. * 



{Siebenter Abschnitt. 

Ueber den Einfluss fehlerhafter Daten auf die durch Rechnung 

daraus erhaltenen Grössen. 

*~ §. 29, 

Im neunten Abschnitt der ersten Abthoilung haben wir für ebene 

Dreiecke bereits den Einfluss von fehlerhaften Messungen auf die 

daraus durch Rechnung abgeleiteten Resultate untersucht ; dasselbe 
________ 1 

* Man vergleiche : ,< Untersuchungen üher Gegenstände der höhern Geodäsie" 
von Gauss, erste und zweite Abhandlung. Göttiugen, 1844, 1847; sodann eine 
wichtige Abhandlung Bossels in den „astronomischen Nachrichten" von Schu- 
macher 1826, die man auch in Gruner ts „ebenen, sphärischen und sphäroidischen 
Trigonometrie 44 (Leipzig 1837) S. 293 ff. findet. 
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soll nun hier für sphärische Dreiecke geschehen. Im Grande ist 
die hier und in dem so eben angeführten Abschnitte der ersten Ab- 
theilong gelöste Aufgabe die, die (kleinen) Aenderangen zu be- 
stimmen, welche die Resultate erleiden, wenn die Daten (gegebenen 
Grössen) solche Aenderangen erleiden , und es können eben dess- 
halb die hier erhaltenen Formeln bei allen Aufgaben dieser Art 
angewendet werden. Der hier einzuhaltende Gang soll derselbe 
sein , wie im betreffenden Abschnitt der ersten Abtheilung. Wir 
gehen hiebei von den Grundformeln (1) aus, nämlich: 

cos a = cos b cos c -f- sin b sin c cos A, J ' 
cos b = cos a cos c sin a sine cos B, > (a) 
cos c = cos a cos b + sin a sinb cos C, ] 
aus^ denen alle übrigen Formeln abgeleitet sind. Man zieht aus 
ihnen, indem man wie in §. 45 der ersten Abtheilnng verfahrt, also 
cos (a -f~ Ja) = cos a — sin a . arc Ja, 
sin (a -f- Ja.) = sin a -j-cos a . arc Ja, u. 8. w. 
setzt, ferner die Produkte arc Jb. arc Je u. s. w. vernachlässigt: 
cosa — sinaarc^/a = cosb.cosc — cos b sin c arc Je — 

cos c . sin b arc Jb + sin b sin c cos A — sin b sin c sin A arc JA 
+ cos b sin c cos A arc Jb -f- sin b cos c cos A arc Je, 
cosb — sinb arc Jb = cosacosc — cos a sine arc Je — 

cosc sina arc ^a-j- sina sinccosB — sina sine sinB arc JB 
+ cos a sin c cos B arc Ja, -f- sin a cos c cos B arc Je, 
cos c — sin c arc Je = cos a cos b — sin a cos b arc Jak — 

cosa sinb arc Jb -f- sin a sin b cosC — sin a sin b sin C arc JC 
+ cos a sin b cos C arc Ja -f- sin a cos b cos C arc Jb y 
d.-h. wenn man die Gleichungen (a) beachtet, und, was hier ge- 
stattet ist, statt axeJa setzt Ja, u. s.w., indem ja beiderseitig bloss 
Grössen dieser Art vorkommen : 

sin a^a = cos b sin eJe -f- cos c sin h^b -(- sin b sin c sin AJA — 

cos b sin c cos AJb — sin b cos c cos AJc f 
sin bJb = cos a sin eJc + cos c sin aJa, + sin a sin c sin BJB — 

cos a sin c cos BJa, — sin a cos c cos BJc, 
sin c^c = sin a cos b^a -(- cos a sin bJb + sin a sin b sin CJC — 
cos a sin b cos CJa. — sin a-cos b cos CJb. 
Beachtet man die Gleichungen (4) in §.5 und (3) in §.4, so 
kann man diese Gleichungen auch schreiben : 
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sin a^/a = sin a cos BJc -f- sin a cos CJb + sin a sin b sin CJA, 
sin bJb = sin b cos AJc -f- sin b cos CJa, •-(- sin b sin c sin AJB t 
sin cJc = sin c cos AJb -f- sin c cos BJa, -f- sin b sin c sin AJC, 
d. h. Jsl = cos B^/c cos (L/b -|- sin b sin CJA, ) 

Jb = cos AJc -j- cos CJa, -(- sin c sin A^/B, > (26) 
^/c = cos AJb -j- cos BJa, -f- sin a sin B//C,* ] 
welche drei Formeln die nöthigen Beziehungen zwischen den sechs 
Grössen Ja., Jb t JC feststellen. Wollte man andere Grund- 
formeln als Ausgangspunkt wählen, so erhielte man Resultate, 
welche aus (26) sich sofort ableiten Hessen (erste Abth. §. 46). 
Wir haben nun die einzelnen Fälle besonders zu untersuchen. 

§. 30. 

1) Es sind gegeben a, b, e; gesucht A, B, C. Aus (26) folgt 
unmittelbar: 

. .<f a — cos B^f c — cos C^/b 
^A = 



JB = 
JC = 



sin b sin C 
Jb — cos AJc — cos CJa. 

sine sin A ' 
Je — cosA^/b — cosB^/a 



sin a sin B 

worin natürlich für A, B, C die nach §. 9 gefundenen Werthe zu 
setzen sind. Man sieht hieraus, dass, wenn a, b, c gar zu klein 
sind, die Berechnung von A, B, C nach §. 9 nicht anzurathen ist, 
da alsdann sin a, sin c u. s. w. sehr klein werden, also die Fehler JA, 
JB, JC bedeutend ausfallen können. Es kommt diess darauf 
hinaus, den Legendre'schen Satz anzuwenden, statt der Formeln 
des §. 9. 

2) Gegeben A, B, C; gesucht a, b, c (§. 10). 
Aus (26) hat man jetzt Jak, Jb, Je zu bestimmen. Man hat 
nun zunächst: 

Ja, — cosB^/c— - cos &/b = sin b sin C//A, J 
Jb — cosA^/c — cos CJa, = sin c sin AJB, \ (a) 
Je — cos AJb — cosB^a = sinasiniß^/C. ) 
Man multiplizire die zweite dieser Gleichungen mit cos C und 
addire sie zur ersten, so ist: 

* sin b sin A = sin a sin B, wegen §.4 (3). 
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Ja sin 2 C — (cos B -f- cos A cos C) Je 

= sin b sin CJA -f- sin c sin A cos CJB, 
sin 2 C Ja — sin A sin C cos bJc 

= sin b sin CJA -f- sin a sin C cos CJB (§§. 5 u. 4), 
sin CJa, — sin A cos b Je 

= sinb^A-f-8uiacosC</B. (b) 

Eben so multiplizire man die erste (a) mit cos A, die letzte mit 
cos C und subtrahire, so ist : 

(cos A -f- cos B cos C) Ja. — (cos A cos B -f - cos C) Je 

= sin b sin C cos AJA — sin a sin B cos CJC, 
sin B sin C cos aJa — sinAsinBcosc^/c 

= sin c sin B cos AJA — sin a sin B cos CJC (§ . 5, 4), 
sin C cos aJa — sin A cos cJe 

= sine cos A^/A — sinacosC//C. (c) 
Aus (b) und (c) ergibt sich nun : 
(sin A cos c — sin A cos b cos a)^/c=(sin b cos a — sin c cos A)JA 

-f - sin a cos C cos a JB -f- sin a cos CJC, 
sin A (cos c — cos a cos b) Je = (sin b cos a — sin c cos A) JA 

-f- sin a cos a cos CJB + sin a cos CJC, 
sin a sin b cos C sin AJc = sin a cos b cos CJA 

-f- sin a cos a cos CJB -f- sin a cos CJC (§. 5, 3), 
sin b sin A^/c == cos bJA -\~ cos a^/B -f~ JC, 
d.h. man hat: 

//C4-cosa</B+cosb^/A 

Je = : — A . " , 

sin A sin b 

- 

JB + cos aJC + cos c^A 

Jb = — : — -pr—. , 

sm C sin a 

■ JA + cos eJB + cos bJC 

Ja — . T » . . 

sin B sm c 

Auch hier gilt dieselbe Bemerkung ytie zu Kro. 1. 

3) Gegeben b, c, A; gesucht B, C, a (§. 11). 
Aus (26) sind jetzt Ja,, JB, JC zu bestimmen. Man hat zu 
dem Ende : 

Ja = cos CJb -\- cos BJc -f - sin b sin CJA, 
cos CJa sin c sin AJB = Jb — cos AJc, 
cos B^a -f- sin a sin BJC =Je — cos AJb. 
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Aus den zwei letzten Gleichungen folgt, wenn man obigen Werth 
von Ja einfuhrt : 

sin c sin AJB = sin 2 CJb — (cos A + cos B cos C) Je 

— sin b sin C cos CJA, 

sin a sin BJC = sin 2 BJc — (cos A -(- cos B cos C) Jb 

— sin b sin C cos BJA, 

d.h. (§.4,5): 

sin a sin CJB = sin 2 CJb — sin B sin C cos aJc 

— sin b sin C cos CJA, 

sin a sinB^C = sin 2 BJc — sin B sin C cos aJb 

— sine sin B cos BJA, 

mithin hat man : 

Ja — cos C Jb + cos BJc + sin b sin CJA t 

sinC . sinbcosC . 

JB = - — Jb — sin B cotg aJc ; JA, 

sin a sin a 

jri sinB . sine cos B yA 

z/C = — — //c — sin C cotg a^/b : ' JA. 

sina sina 

Auch hier soll a nicht gar zu klein sein, oder, was auf dasselbe 

herauskommt, A nicht zu klein. 

4) Gegeben a, B, C; gesucht A, b, c (§. 12). 

Jetzt sind Jb, Je, JA aus (26) zu bestimmen. Es ist: 

cos CJb -f- cos BJc ~\- sin b sin CJA — Ja, 

Jb — cos AJc — cos CJa sin c sin A^B, 

Je — cos AJb = cos BJn -f- sin a sin BJC. 

Aus den zwei letzten Gleichungen folgt zunächst : 

sin 2 AJc = (cos A cos C -f - cos B) Ja + sin c sin A cos AJB 

+ sina sin BJC, 

sin 2 AJb — (cos C + cos A cos B) Ja + sin c sin AJB 

-f* sin a sin B cos AJC, 

d.h. (§§.5, 4): 

sin 2 AJc = sin A sin C cos bJa -f - sin c sin A cos AJB, 

-f - sin b sin AJC, 
sin lAJb — sinA sin B cos cJa -f - sin c sin AJB 

+ sin b sin A cos AJC, 

. sin C cos b . . sine cos A >0 , sinb yri 
Je — — — Ja~\ r-7 JB + -—rJC, 

sinA smA sinA 

_ sin B cos c . , sin c _ , sin b cos A ^ 

Jb = : — 7 — Ja + - — - JBA : — 1 — JC. 

sinA smA sinA 
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Setzt man diese Werthe in die erste Gleichung, so hat man: 

. . • n ja j F\ sinBcosccosC sinCcosb cosB~l 

sin b sin KjJK = Ja. I 1 r. — : — I 

L sinA smA J 

_ ^ Tsin c cos C , sin c cos A cos B~| ^ |~sin b cos A cos C 

L sinA sinA J L 



sinA 



. sinbcosB "! 
sinA J 



Aber (§. 5): 

sinA — sinB cosc cosC — sin C cos b cos B = sinA — sin B cos c 
, [— cos A cos B -f- sin A sin B cos c] — cos B [cos c sin B cos A 
-f - cos B sin A] =sin A -f - cos A sin B cos B cos c — sin Asin * B cos 2 c 
— cos A sin B cos B cos c — cos 7 B sin A = 

sin 2 B sin A — sin A sin 2 B cos 2 c = sin A sin 2 B sin 2 c, 
6in c cos C + sin c cos A cos B = sin c . sin A sin B cos c, 
sin b cos A cos C + sin b cos B = sin b sin A sin C cos b, 

also 

sin b sin CJA = sin 2 B sin 2 cJ& — sin c sin B cos cJB 
— sin b sin C cos hJC. 

Daraus folgt endlich: 

sin B cos c4a. -f - sin cJB -f- sin b cos AJC 

Jb= : — t , 

smA 

sin C cos bJn 4- sin c cos AJB~\- sin hJC 

sinA ' 
JA — sin c sin BJa. — cos cJB — cos hJC. (vgl. Nr 2.) 

5) Gegeben a, b, A; gesucht c, B, C (§. 13), 
Für diesen Fall sind JB, JC, Je aus (26) zu entwickeln. 
Nun ist 

cos BJc — J% — cos CJb — sin b sin C^A, 
cos AJc + sin c sin AJB = Jb — cos C^a, 
Je — sin a sin BJC = cos AJb -f- cos B^/a. 
Setzt man den Werth von Je, wie er aus der ersten Gleichung 
folgt, in die zwei andern, so ist 

[cos A. cos 0"1 I cos \~ I 
H — I — Jzl cosCH ^ I 
cosB J L • cosBJ 

. sin b sin C cos A 

cosB 
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sin a sin BJC = Ja \—~; — cos ß"| — Jb [~cos A 4- ^rrl 

LcosB J L ' cosBJ 

sin b sin C 

cosB ' 

d.h. (§.5): 

• a jt* sinAsinCcosb _ sinBsinCcosa 

sin c sin AJB == - Jb Ja, 

cosB cosB 

, sin b sin C cos A 

+ JA > 

• « m sin 2 B . sinAsinBcosc _ sin b sin C JK 

sin a sin BJC — — ^a Jb =r— JA ; 

cosB cosB cosB 

so dass jetzt, wenn man die Gleichungen (3) beachtet: 

. Ja — cos CJb — sin b sin CJA 

Je = , 

cosB 

JB = tg B cotg bJb — tg B cotg aJa + tg B cotg AJA t 

tgB'^ sinAcosc _ sine Jk 
JC — -2 — Ja, . -Jh : -JA, 

sina sin a cos B sin a cos B 

so dass also B nicht nahe an 90° aasfallen darf, d. h. da 

. „ sinA 
sin B = — — sin b, 
sin a 

es darf nicht nahe 

sina = sin b sin A 

seyn. 

6) Gegeben a, A, B; gesucht b, c, C (§. 14). 

Aus (26) hat man Jb, Je, JC zu bestimmen. Es ist aber 
cos CJb + cos BJc = Ja — sin b sin CJA, 
Jb — cos AJc = cos CJa -f - sin c sin AJB, 
Je — cos AJb — sin a sin BJC = cos BJa. 

Die zwei ersten Gleichungen geben : 
(cos B -(- cos A cos Cyjb = (cos A -f - cos B cos C) Ja 

— sin b sin C cos AJA -f- sin a sin A cos BJB, 
(cos B + cos A cos C) Je = Ja sin 2 C — sin b sin CJA 

— sine sin A cos CJB, 
d. h. (§. 5) : 

sin A sin C cos b^b = sin B sin C cos a^a — sin b sin C cos AJA 

-f- sin a sin C cos BJB, 
sin A sin C cos bJe = sin 2 CJa — sin b sin CJA 

— sin a sin C cos CJB . 
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oder 

Jb = tg b cotg a//a — tg b cotg AJA + tg b cotg BJB, 

sinC . tgb- sin a cos C _ 

— - — t r^a r—rJA : — t -//B. 

sin A cos b suiA sin A cos b « 

Setzt man diese Werthe in die dritte Gleichung ein, so hat man: 

[sin C "1 
- — 7 r — tg b cotg a cos A — cos B I 
smAcosb J 

+ 4A I" — -— ^- + tg b cotg A cos A 1 
i— sm A J 

. T sin a cos C . ~1 

+ ^B| — — tg b cotg B cos A I. 

L sin A cos b J 

Aber es ist 

sinC . . " A sinC 

- — ; — tg b cotg a cos A — cos B — - — - 

smAcosb ö smAcosb 

sin b cosa cos A sin A cos B smAcosb 



sin A cos b sin a sin A cos b 

sin C cos A cos a sin B cos B sin A cos b 



(§•4) 



sin A cos b sin A cos b sin A cos b 

_ sin C — cos a sin B cos A — cos B [cos a sin B cos C -|- cos B sin C ] 

sin A cos b 
[§. 5, Formel (6)] 
s in C — cos a sin B cos A — cos asin B cos B cos C — cos 2 B sin C 

sin A cos b 

_ sin 2 B sin C — cos a sin B [cos A cos B cos C] ^ g ^ 

sin A cos b 



si 



n 2 B sin C — cos 2 a sin 2 B sin C sin 2 a sin 2 B sin C 



sin A cos b sin A cos b 

_ sin a. sin 2 B sine 
cosb 

, . . tgb tgb r _t sinAsinb 

ttfbcotgAcosA r^-r =-r L 7 [cos*A— 11 = - — , 

sinA sinA L J cosb 

sin a cos C . sin a cos C -4- sin b cotg B cos A sin A 

-r— r - + tgbcotgBcosA = = — . . \ 

smAcosb smAcosb 

sinacosC + sinacosBcosA /c sin a. sin AsinBcosc /t > . v 

— r— : r (§•*) = '• I T (§-5) 

sin A cosb w ' sin A cosb 

sin a sin B cos c 
cos b 
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Also ist hier: 

Jb = tg b cotg hJa — tg b cotg AJA + tg b cotg BJB, 
sinC . sinb sin a cos C 



sin A cosb 



J\ — 



sin A cosb 



sin A cosb 



J\\ 



sin B sin c 
Jt = ; — Ja 



1 



JA^JB. 



cosb cosb cosb 

Also darf hier nicht b nahe an 90°, d. h. nicht nahe 

sin A = sin a sin B 

seyn. 

Sind einige der gemessenen (oder überhaupt bekannten) Grössen 
als fehlerfrei anzusehen, so ist in obigen Formeln der entsprechende 
Fehler =0 zu setzen. So z.B., wenn in einem Dreiecke A ein 
rechter Winkel, also sicher bekannt ist, hat man JA = 0u.s. w. 
Es ist offenbar höchst einfach, die diesen Fällen entsprechenden 
Gleichungen aus den obigen abzuleiten , wobei wir uns nicht auf- 
halten wollen. 

§.31. - . . " 

> 

Die in §. 30 abgeleiteten Formeln werden zunächst in derselben 
Weise anzuwenden seyn , wie diess mit den ähnlichen in §. 47 der 
ersten Abtheilung geschehen ist, worüber wir hier uns wohl nicht 
weiter mehr zu verbreiten haben. Wir wollen dagegen einige Bei- 
spiele , die schon mehr dem Kreise der Anwendungen angehören, 
hier beifügen. 

Stelle S einen Stern vor, P den Nord- 
pol, Z das Zenith des Beobachtungsortes, 
BZA al so den Meridian, AB den Horizont, _ 
so ist ZS — 90° — h die Zenithdistanz des 
Sterns, ZP=£0° — <p die Zenithdistanz A 
des Nordpols, ZPS = s der Stundenwinkel, 
PZS = a das Azimuth, PS = 90° — d die 
Ergänzung (zu 90°) der Sterndeklination 
(vergl. §.25). Man hat nun 

sin h = sin <p sin ö -f - cos (p cos S cos s, 
sin S = sin <p sin h -f- cos (p cos h cos a. 

Es sollen nun folgende Fälle betrachtet werden. 
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1) Seyen h, 6, s bekannt, * und zwar sey 6 , als aus Tafeln ge- 
nommen, fehlerfrei; h, s aber können die fehler Jh, Js haben; es 
soll namentlich der Fehler J<p der aus dem Dreiecke ZPS berech- 
neten geographischen Breite ermittelt werden. 

Hier treten die Formeln in Nro. 5 des §. 30 ein. Dort ist nun 

a = 90°— h, b = 90°— J, A = s, c = 90° — 9, B = a; Ja,= —Jh, 

Jb = 0, JA = Js, Je — — J(j>, also : 

— Jh — cos a> sin aJs M Jh . . 

— Jq) = - , Jw = h cos cp tg aJs. 

9 cosa cosa 

Daraus folgt, dass bei unverändertem Jh, Ja der Fehler J<p 
möglichst klein seyn wird, wenn « = 0 oder 180°, d. h. wenn der 
Stern sich im Meridian befindet. Je kleiner überhaupt a ist, desto 
sicherer wird (p erhalten ; für Sterne , die nahe am Pole sich befin- 
den, wird a nie bedeutend werden, daher für diesen Fall solche 
Sterne sich am besten eignen. 

2) Seyen h, S, a bekannt und zwar wieder 6 genau ; es soll der 
Fehler in g> bestimmt werden. 

- 

Dieselben Formeln werden abermals zu benützen seyn ; nennt 
man den Winkel PSZ (den parallaktischen Winkel) S, so ist : 

a = 90°— o\ b = 90°— h, A = a, c = 90° — B = s, C = S, 

Ja = 0, Jb = — Jh, JA = Ja, Je = — J(p, 
also 

ä cosS^/h — coeasins^a . cosS - , A 
— Jw = , Jm — Jh. -f~ cos (p tg sJcc. 

C08 S COS S 

In der Regel wird Jh > Ja seyn, so dass q> am besten erhalten 
cos S 

wird, wenn nahe = 0 ist, d. h. wenn S fast 90° wird. Diess 

cos s 



* Wie man h durch Beobachtung findet, ist klar. Was s anbelangt, so 
geben die astronomischen Tafeln die gerade Aufsteigung des Sterns (Anmer- 
kung zu %. 25 VI.). Geht eine Uhr nach Sternzeit , so zeigt sie Mittag, wenn der 
Frühlingspunkt durch den Meridian geht; man weiss also aus der Uhrzeit immer 
den Stundenwinkel des Frühlingspunktes zu finden, und da man den Winkel kennt, 
den der Deklinations- (Stunden-) Kreis des Sterns mit dem Deklinatiouskreis des 
Frühlingspunkts macht, so ergibt sich daraus ganz leicht der Stundenwinkel des 
Sterns im Augenblicke der Beobachtung, so dass aus der Uhrzeit der Stunden- 
winkel gefunden werden kann. Der Fehler A% rührt also ron der Beobachtung 
der Uhrzeit her, da die gerade Aufsteigung als genau bekannt anzusehen ist. 
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ist jedoch nur für Sterne möglich, für die S > (p ist, da für S = 90° 
(§• 8): 

cos S 

cos 6 = cos <psina, sina = 

COS (f 

sein muss , so dass cos J < cos q> , 6 > g> seyn wird. Ist S = 90°, 
soi8t(§.8): 

cos s = tg (90 Ä — <?) cotg (90°— <j>) = cotg 6 tg y, 
und da d > y, so ist tg $ > tg y, also cotg d tg g> < 1, mithin s mög- 
lich. Je mehr £ sich 9» nähert, desto mehr geht cotg S tg <p gegen 1, 
also s gegen 0, mithin auch tg s gegen 0. 

Daraus folgt, dass man für diesen Fall einen Stern wählen wird, 
dessen Deklination grösser als die gesuchte Polhöhe, doch nicht 
viel von ihr verschieden ist, und dass man ihn in dem durch die 
Gleichung 

cos S 

sma= 

cos 9) 

(oder wenn S = 90°) bestimmten Azimuth beobachten wird. Als- 
dann befindet sich der Stern übrigens in seiner grössten Aus- 
weichimg. 

3) Aus bekanntem 6, (p, h soll der Stundenwinkel s, also die 
Sternzeit bestimmt werden. 

In §.30 Nro. 1 ist a=90°— d t b = 90°— c = 90°— h, 
A = a t C = s; Ja = 0, Jb = — J(p> Jo, = — */h, JC — Js, also 

j — Jh. -f- cos a J(p 

cos <p sin a 

Demnach wird der Stundenwinkel am sichersten gefunden, wenn 
« = 90° (d.h. im ersten Vertikalkreis). 

4) Aus bekanntem S f <p, h soll das Azimuth a berechnet werden. 
In denselben Formeln: a = 90°— <*, b = 90°— c = 90°— h, 

A = a, B = S, C = s; ^/a=0, Jb — — Jy>, Jc =—Jl), 
JA = Ja. also : 

j _ cos S//h -f- cos sJq> * 
cos<jpsins * rf 
so dass S möglichst nahe an 90°, aber auch s nicht zu klein seyn soll. 
Da für S = 90° (§. 8): 

cos h . 

sin s = , sin £ cos (jp = cos h, 



COS (fi 
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so muss also h möglichst klein seyn. Man wird also Sterne wählen, 
die zwischen Pol und Zenith durch den Meridian gehen , für welche 
immer h< 90°, und sie in ihrer grössten Ausweichung beobachten 
(S = 90°). 

5) Aus bekanntem h, a soll der Stundenwinkel s berechnet 
werden. 

Nach Nro.3 in §.30 ist b=90° — y, c = 90°— h, A = ce, 

a = 90°— 3, B — S, C = s, Jb = —J(p, Jc — — Jh, JA — Ja, 

JC — Js, also 

_ — sin SJ\\ -f- sin s sin SJ(p — cos h cos SJa 

Js — » • 

cosd 

In der Regel wird Jq> = 0 zu setzen seyn , und Jh überwiegen, 
so dass man am besten verfahren wird, wenn S = 0 oder 180°, d. h. 
wenn der Stern im Meridian beobachtet wird. Dann ist übrigens 
auch s = 0 oder 180°. 6 darf jedoch nicht nahe an 90° gehen, 
d.h. Sterne nahe am Pole sind hiezu nicht geeignet ; nimmt man 
Sterne, welche nahe am Zenith durch den Meridian gehen , so ist 
für sie h nahe = 90°, also hat der Fehle» in a keinen bedeutenden 
Einfluss. 

6) Aus bekanntem s, S, q> soll a bestimmt werden. 

In den Formeln Nro. 3 des §. 30 ist b = 90°— 6, c = 90° tp, 

A = s, B = «, C = S, a = 90°— -h, Jb= — Jö, Jc = — J(f, 

JA — Js, JB = Ja, also 

. sinS JKf , . . . cos<?cosS . 

Ja — r Jo -f- sin a tg hJw ; — Js. 

cosh x cosh 

In der Regel ist Jd = J<p = 0, also bloss 

. cos S cos 3 . 

Ja — Js. 

cosh 

Daraus folgt, dass a am besten erhalten wird, wenn man Sterne 
nahe am Pole wählt, für welche also tfnahe an 90°; beobachtet man 
sie im Augenblicke der grössten Ausweichung (S=90°), so ist 
diess noch um so besser. Immer wird man sich jedoch hüten, 
h nahe an 90° zu wählen. 

' ' §. 32. 

In §. 31 haben wir bereits an einigen Beispielen gezeigt, wie 
man vermittelst der Formeln des §. 30 bestimmen kann, unter 
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welchen Umständen die Beobachtungen anzustellen sind, damit das 
möglichst genaue Resultat erhalten werde« Es ist von selbst ver- 
ständlich, dass dieGränzen der Fehler der erhaltenen Werthe durch 
dieselben Formeln gegeben sind. Wir wollen nun noch einige Unter- 
suchungen dieser Art in Bezug auf die wichtigen Aufgaben des §. 25 
anstellen. 

1) Zu I. in §.25. Wir wollen S als fehlerfrei ansehen, da- 
gegen h, h' als mit Fehlern Jh, Jh.' behaftet betrachten, so dass <p 
und s die Fehler J<p, Ja haben, und % mit dem Fehler Jv behaftet 
ist. Da 

sin h = sin 6 sin tp + cos 6* cos y cos s, 
sin h' = sin d sin <p + cos 6 cos g> cos (s — 
so hat man also (erste Abth. §. 48) : 

cos hJh = sin S cos q>J<p — cos S sin g> cos &Jg> 

— cos S cos <f sin s^s, 
cos h'Jh' = sin S cos <p J<p — cos ä sin q> cos (s — t) J<p 
— cos S cos y sin (s — t) (Ja — Jv), 

wenn man statt arc Jh, , sogleich Jh setzt, was offenbar 

gestattet ist. Hieraus hat man Jg>, Ja zu bestimmen. 



Tig. 81. 




Bezeichnet man die zu den Stundenwinkeln s, s — x gehörigen 
Azimuthe PZS, PZS' (die leicht berechnet werden können) mit a, a', 
so ist (§.5 Formeln 4): 

cos <p sin S — cos S sin <p cos s = cos h cos a, 

cos (psmS — cos S sin <p cos (s — t) = cos h' cos a', 

mithin 

cos h^h = cos h cos aJq> — cos $ cos (p sin aJa> 
cos h'-^h' = cos h' cos a'J<p — cos d cos <f> sin a'Ja 
~|- cos 6 cos <p sin a'Jx, 
wenn s' = s — %. Daraus folgt : 

DU»f«r, •phirisoh« Trif onoawtri«. 23 
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cos h sin s'//h — cos h' sin sJh' + cos 6 cos <p sin 8 sin s'Jt 
cos h cos a sin s' — cos h' cos a' sin s ' 



cos h cos h' cos a'Jh — cos h cos h' cos aJW 
-\- cos d cos (p sin s' cos h cos aJt 



cos S cos <jp [sin s' cos h cos a — sin s cos h' cos a'J 
Betrachten wir bloss J<p , da uns die Bestimmung von <p am 
meisten interessirt, so ist (§. 4): 

cos d : sin a = cos h : sin s , cos S : sin a* = cos h' : sin s', 

sin a cos h . , sin«' cos h' 

sin s = r — , sin s' = 

cosö 

* 

also 

Cvri - 

cos h cos a sin s' — cos h' cos a' sin s = w " " [ s j n tt » cos a — 




. . i cos h cos Ii' 

cos a' sin a J = 5 — 

cosd 

mithin 

sin«' - sina ... sin a sin a' 

y sin(a' — a) sin(a' — «) sin(a' — a) x 

Daraus folgt offenbar, dass es gut seyn wird, von den zwei Azi- 
muthen a, a', eines nahe an 0 oder 180°, das andere nahe an 90° 
zu wählen, da alsdann sin(a' — a) nahe an 1, und entweder sina 
oder sin a' nahe an 0 gehen wird, also J<p ungefähr = J\\ oder JW 
(im ungünstigsten Falle) seyn wird. Daher rührt die astronomische 
Vorschrift, die eine Beobachtung nahe am Meridian, die andere nahe 
am ersten Vertikalkreis zu machen. (Vergl. Sawitsch: Abriss 
der praktischen Astronomie u. s. w. II. S. 361.) 

Für Js würde man haben : 

. cos a ' „ cos a M . , sin a' cos a . 

Js = —r 1 r zfli — • - -j T . 

sin(a' — a)cosy sin(a' — a)cos<p sin(a' — «) 

welche Gleichung auf ein ähnliches Resultat führen würde (a = 90°, 

«' = 0 oder 180°). 

2) Zu III. in §. 25. 6 als absolut genau angenommen , erhält 
man aus den aufgestellten Gleichungen unmittelbar: 
0 = cos h sin tp Jh + sin h cos g> Jq> — sin h cos (p cos adh 

— cos h sin <p cos ad<p — cos h cos g> sin ada, 
0 = cos h' sin <p Jh' -|- sin h' cos <p Jg> — sin h' cos <p cos (a -f- a) 
— cosh'siny cos(a+a) Jy--cosh'cosy sin (a+a)(^a-f-^a), 
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woraus Jg>, Ja zu ermitteln sind. Nach §. 6 ist aber 
cos h sin g> — sin h cos tp cos a = cos 8 cos S, 

sin h cos y — cos h sin q> cos a = cos 3 cos s, 
cos h' sin <p — sin h' cos y cos (a -f- a) = cos 8 cos S', 
sin h' cos <p — cos h' sin yrcos (a -f- a) = cos £ cos s', 
wo wieder S, S' die parallaktischen Winkel sind, die den beiden 
Beobachtungen entsprechen (PSZ, PS'Z). 
Also ist 

0= cos 8 cos SJh -f- cos 8 cos s Jq> — cos h cos y> sin a Ja, 

0=cos <* cos S^z/h'-f-cos j cos s ' — cos h' cos g> sin (a+a) ( Ja+ Ja), 

oder da (§.4): 

cos ip sin a = cos 8 sin S, cos <p sin (a + a) = cos £ sin S' : 
0 = cos S Jh + cos s d<p — cos h sin S Ja (§. 29 Form. 26), 
0 = cos S' Jh' + cos s' J<p — cos h' sin S' Ja — cos h' sin S' Ja,. 

üieraus folgt: 

cos h' sin S' cos S Jh + cos h sin S cos S' Jh' — 
A cos h cos h' sin S sin S' Ja. 

cos h' cos s sin S' — cos h cos s' sin S 

Aber 

cos h sin S = cos y sins, cos h' sin S' = cos g> sin s', 

also 

cos h' cos s sin S' — cos h cos s' sin S = cos y (sin s' cos s — cos s' sin s) 

= cos <p sin (s' — s), 

also 

. sins' cos S M , sins cos S' ... cos q> sin s sin s'- 

Am = r-pr- Jh + -r-7- \ Jh' r-r-, r- Ja. 

T sin (s' — s) • 1 sm (s' — s) sin (s' — s) 

Die Differenz s' — s der zwei Stundenwinkel darf mithin nicht 
klein seyn, d. h. die Beobachtungen dürfen nicht rasch auf einander 
folgen ; am besten wird man thun , die eine Beobachtung nahe am 
Meridian (s oder s' = 0 oder 180°), die andere 6 Stunden früher 
oder später (s oder s' = 90°) zu machen. 

3) Zu V. in §. 25 8, 8 4 als fehlerfrei angesehen, hat man: 
0 = cos h sin y Jh + sin h cos <p Jy> — sin h cos g> cos a Jh — 

cos h sin (p cos a J<p — cos h cos <p sin a Ja, 
0 = cos h sin y Jh 4 + sin h cos g> Jtp — sin h cos y cos a Jh' — 

cos h sin q> cos (a + a) Jg> — cos h cos <p sin (a+a) ( Ja+ Ja), 
wenn man annimmt, dass Jh 4 der Fehler bei der zweiten Höhen- 
beobachtung sey. Diese Gleichungen sind auch (nach Nro. 2): 

23* 
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0 = cos & cos S/th -f - cos d cos sd<p — cos h cos tp sin ada, 
0 = cos d' cos S'zfh' + cos 6* cos s'A<p — 
cos h cos tp sin (a + a) {da + Ja), 
oder da cos <p sin a = cos <* sin S, cos y sin (a + a) = cos &' sin S' : 
o = cos S d\\ -f- cos s dtp — cos h sin S da, 
0 = cos S'zfli' -f - cos s'Jy — cos h sin S' Ja — cos h sin S'z/a, 
woraus dasselbe Resultat wie in Nro. 2 folgt. 

4) Zu II. in §. 25. Man hat aus den dortigen Gleichungen : 
cos h dh = cos <p sin S d<p -f- sin y cos ddS — sin (p cos ö cos s Jg> 

— cos <p sin £ cos sJ<J — cos <jp cos <J sin sds,* 

cos h' Jh' = cos <p sin -f- sin tp cos <JzW — sin <p cos <J cos (s — r) dtp 

— cos (p sin S cos (s — t)d6 — 
cos <p cos S sin (s — f) {ds — dt), 

cosh'^4fli"=co8 <p sin <J Jy-f-sin <p cos SdS — sin <p cos 6 cos (s — v*) dtp 
— cos tp sin S cos (s — t*) dS — 
cos (p cos ä sin (s — v') {ds — dt 4 ). 
Da aber [§. 5, Formeln (4)] : 

cos (p sin $ — sin <p cos S cos s = cos h cos a, 
sin y> cos 6 — cos tp sin d cos s = cos h cos S, 
wo «, S die frühere Bedeutung haben, so hat man : 

cos hdh = cos h cos aJy + cosncos S^ — cosycosäsinszfs, 
cos h'z/h' = cos h' cos a'dtp -f- cos h' cos S'zfd — 

cos (p cos & sin s'ds -\- cos tp cos <f sin s'dr, 
cosh" z/h"=cos h" cos a" zfy + cos h" cos S"JS — 

cos (p cos 6 sin s" ds + cos y cos S sin s" Jr', 
oder endlich, da (§. 4) sin s cos S = sin a cos h : 
dh = cos adtp-\- cos SdS — cos <j> sin az/s, * 
z/h' = cos a'dtp -f- cos S'^/<J — cos y sin a'Js + cos y sin a'Jv, 
dh" — cos a"d<p-\- cos S'^S— cos <p sin a"z/s -f- cos y sin d'dr', 
woraus ^/y, */<J, ^/s zu bestimmen sind, wobei wir uns jedoch auf 
das erste beschränken wollen. Man erhält: 

z/h (sin a' cos S"— sina"cosSO+</h'(sina"cosS— sinacosS") 
^h" (sin a cos S' — sin a' cos S) + sin a' cos tpJv (sin a cos S" 
. _ — sin a" cos S) -f - cos tp sin a^Jr 4 (sin cosS — sin a cosSQ 
cos a (sin a' cos S" — sin a" cos S') -(- cos a' (sin a" cos S — " 

sin a cos S") -f - cos a" (sin a cos S' — sin a' cos S) 

* Wie aus den Formeln (26) in g. 29 unmittelbar folgt. 
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Was den Nenner anbelangt, so ist er auch = 
cos S (sin et" cos et' — cos et" sin «O+cos S' (sin et cos et" — cos et sina") 
-f- cos S" (sin et 1 cos et — cos a' sin et) = cos S sin (et" — «') -f- 
cos S' sin {et — et") + cos S" sin (et' — et). 
Daraüs folgt, dass man die Beobachtungen nicht so anstellen 
darf, dass alle drei Azimuthaidifferenzen et' — et, et" — etf, et" — a 
klein ausfallen, überhaupt nicht so, dass der Nenner sehr klein wird. 
Die Winkel S, S', S" bleiben immer unter 90°, wenn d < q> ; man 
wird also nicht nahe am Pole liegende Sterne wählen , da für die- 
selben ohnehin die Azimuthaidifferenzen gering sind, vielmehr solche, 
die nicht zwischen Zenith und Pol durch den Meridian gehen. Ist 
etwa a nahe an 0, et 4 = 90°, et" = 180°, so ist (für solche Sterne) 
S = 0, S" = 0 und S' < 90°, also dann der Nenner = 2 , mithin 
bedeutend genug, so dass man die Beobachtungen der Art anordnen 
kann, dass die erste nahe am Meridian, die zweite im ersten Verti- 
kalkreis , und die dritte wieder nahe am Meridian geschieht. Als- 
dann ist übrigens ungefähr 
sin et' cos S" — sin et" cos S' = 1 , sin et" cos S — sin et cos S" = 0, 
sinacosS' — sina'cosS= — 1, 

also nahezu 

J<p = {Jh — {Jh", 
was unsere obige Angabe rechtfertigt. 

Werden nicht alle drei Beobachtungen auf derselben Seite des 
Meridians gemacht, so werden einige der Azimuthe östlich , die an- 
dern westlich seyn ; die Resultate aber bleiben. 

5) Zu IV. in §. 25. Man hat, wenn et + a = et + a' = et" : 
cos SJ3 = cos h sin (pJh sin h cos (pJtp — sinh cos y cos ctJh — 

cos h sin ip cos ctj<p — cos h cos g> sin et Jet, 
cos dJS = cos h' sin y^h'-f- sin h' cos <pJ<p — sin h' cos <p cos ct'JW — 

cos h' sin <p cos ct'J<p — cos h' cos y> sin et' {Jet -f- zfa), 
cos SJd = cos h" sin q>Jh"-\- sin h" cos q>J<p — sin h" cos 9 cos et" Jh." 

— cos h" sin 9 cos ct"J(p — cos h" cos tp sin et" (Jct-^Ja,'). 

Da aber 

sin ip cos h — cos <p sin h cos et = cos 6 cos S, sin h cos 9 — 
cos h sin g> cos a=cos d cos s, cos h sin «=cos 6 sin s, 
so hat man auch 

JS = cos SJh -f- cos *J<f — cos <p sin s Ja [§. 29 Form. (26)], 
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J8 = cos S'Jh' -f- cos &'Jg> — cos y sin s'Ja — cos y sin s'^a, 
J8 — cos S"J)\" -f* cos s"//y — cos y sin s"^a — cos y sin s"//a', 
voraus J(p, Jd, Ja zu bestimmen sind. 
Durch Subtraktion erhält man hieraus : 
(cos s' — cos s) J<p — cos y (sin s' — sin s) Ja — — cos S'Jh' -f- 

cos SJh -(- cos y sin s'^/a, 
(cos s" — cos s) J(p — cos y (sin s" — sin s) Ja — — cos S".</h"-f- 

cos SJh + cos y sin s"^a', 

d. h. 

— 2 sin $ (s'+s) s in j ( s > — B )J<p — 2 cos y cos } (s'+s) sin { (&' — &)Ja 

t = — cosS'^h'-f-cosS^/h + cosy sins'^a, 
— 2 sinKs"+s) sin J (s"— s) J<p — 2 cos y cos { (s"-f-s) sin J (s"— s)Ja 
— — cos S"Jh" -j- cos SJh + cos y sin &"JdJ. 
Hieraus folgt : 

J(p [sin { (s' -f- s) cos \ (s" + s) — sin J (s" -f- s) cos | (s' + s)] 
_ Jh' cos S' cos j (s" + s) _ ^h" cos S" cos j (s' -f s) 
~ 2 sin Ks' — s) 2 sinKs" — s) 

^h cos S pos j(s" + s) cos { (s' + s) ~| 
2 L sin Ks' — «) sini(s"— s)J 
cos y sin s' cos Ks" 4" s ) > . cosy sins" cos Ks' -f" s ) j t 
2 sin Ks'— s) ^ 2 sin Ks" —s) 

Da aber 

sin } (s'+s) cos i (s"+s) - sin \ (s"+s) cos \ (s'+s)=sin i(s'— s"), 

cosKs" + s) cosKs'H" 8 ) 
sin Ks' — s) sin Ks" — s) 
_ cos \ (&" -f s) sin \ (&" — s) — cos j (s' -f- s) sin j (&' — s) 

sin £ (s' — s) sin J (s" — s) 
^sin s" — ?sin s — {sins'-j~T sms sin s" — sin s' 



sin i (s' — s) sin £ (s" — s) ~ 2 sin \ (s' — s) sin J (s" — s) 
_ 2 cos * (s" + sQ sin j (s" — s') 
~~ 2 sin K»' — s)sinKs" — s) ' 

so ist 

_^ cosKs" + s)cosS'./h' cosKs' + s)cosS"^h" 

y 2 sin^s'— s) sin Ks"~sO 2 sin $ (s" — s) sin } (s" — s') 
, cos Ks" H" 8 ') cos SJh , cosy sins / cosKs" + s )^ a 
" + "2sinKs' — s) sin \ (s" — s) 2 sin { (s' —s) sin \ (s"— s') 

cos y sin s" cos { (s' -f- s) Ja.' 
~~" 2 sin J(s" — s) sin } (s" — s') * 
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Hieraus folgt, dass man die Beobachtungen so anordnen moss, 
dass die Stundenwinkel nicht zu nahe an einander liegen, d. h. also, 
dass man die Beobachtungen nicht schnell nach einander machen 
darf. Da es jetzt gut ist, wenn S (S', S") nahe an 90° geht, so 
wird man Sterne nahe am Pol, oder doch solche, die zwischen Ze- 
nith und Pol durch den Meridian gehen, vorziehen. 

6) Zu VI. in §. 25. Man hat hier, wenn 6' t 6" als fehlerfrei 
angesehen werden : 

cos h4h = sin S cos (pJcp — cos S sin <jp cos sJ<p — 

cos S cos tp sin s//s, 
cos hJh = sin d' cos (pjy> — cos ä' sin <p cos &'J<p — 

cos S' cos (p sin s'Js — cos 6' cos (p sin a'Ji, 
cos hJh = sin d" cos tpAtp — cos <J" sin <p cos B"J<p — 

cos 6" cos <p sin &"Js — cos i" cos <p sin s"//r', 

d. h. da 

sin dco&tp — cos S sin <p cos s = cos h cos a, cos S sin s = sin a cos h : 
Jh = cos ccj(p — cos <p sin ccJs (§. 29), 
Jh = cos a'J<p — cos ip sin a'Js — cos <p sin a!Jt> 
Jh = cos a"J<p — cos (p sin a"J% — cos (p sin a"^r', 
Durch Subtraktion folgt hieraus : 
(cos a' — cos «) Jg> — cos <p (sin a* — sin «) Js = cos <p sin a'z/*, 
(cos a" — cos et) Jtp — cos <p (sin a" — sin a) J& = cos 9 sin «"^r*, 
d. h. 

— 2 sin £ («' -f- a) sin £ (<*' — «) — 2 cos y cos $ («'-{-«) sin £ («'— et) 

= cos y sin ct'Jv, 

- 2 sin { («"+«) sin } (a"-a) - 2 cos y cos { (a"+a) sin J (a"-a) 

= cos <p sin «"^r*. 
Daraus folgt, wie in Nro. 5 : 

cos <p sin a? cos $ («" -f - et) . 
9 ~~ 2 sin i («' — «) sin 4 («" — «') 

cos 9) sin a" cos { (a' -f- a) . , 
"~ 2 sin } (<*" — a) sin } («"— «') " 
Daraus ergibt sich ganz unmittelbar, dass man die Beobach- 
tungen so anordnen muss, dass die Azimuthaidifferenzen «' — et, 
a" — a', a" — a nicht klein ausfallen, was man dadurch erreicht, 
dass man Sterne auswählt, welche dieselbe Höhe h in ziemlich von 
einander verschiedenen Azimuthen erreichen. Auf die Zwischenzeit 
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der Beobachtungen kommt es nicht an, man wird sie also klein 
wählen dürfen. Lauter Sterne nahe am Pole sind nicht hiezu ge- 
eignet, da für sie die Azimuthaidifferenzen zu klein sind. 

7) Zu VII. in §. 25. S, 6', 6" als fehlerfrei vorausgesetzt, 
hat man : 

0 = cos h sin (pJ\\ ~\- sin h cos tp J<p — sin h cos (p cos ajh — 

cos h sin (p cos aJtp — cos h cos <p sin aJct, 
0 = cos h sin <pJh. -f- sin h cos tpJ<p — sin h cos g> cos a'dh — 

cos h sin (p cos a'Jg> — cos h cos <p sin a'Ja — cos h cos (p sin a'^/a, 
0 = cos h sin <pJh + sin h cos <p J(p — sin h cos <p cos a"J\s. — 

cos <p sin <p cos a"J<p— cos h cos y sin a"Ja — cos h cos <p sin a"//a', 
d. h. da 

cos h sin tp — sin h cos tp cos cc = cos d cos S, 
sin h cos tp — cos h sin tp cos a = cos 6 cos s, 
cos h sin cc = sin s cos S : 
0 = cos SJh -f- cos &Jtp — sinscosyz/a (§«29 Form. 26), 
0 = cos S'Jh -f- cos %'Jtp — sin s' cos tpJa — sin s' cos tpJs^ 
0 == cos S"Jh -f- cos &"Jtp — sin s" cos tpJa — sin s" cos (pJ&\ 
aus welchen Gleichungen Jh t Jtp, Ja zu bestimmen sind. Man 
zieht daraus: 

sin s' (cos S sin s" — cos S" sin s) ^/a + sin s" (cos S' sin s 

. _ • — cos S sin s') J&' 

tp — cos tp . g ^ ^ g //__ s ^ _j_ cog g, gm ( s _ s //^ _|_ C08 g" sm ( s '— s)' 

Wie in Nro. 4 schliesst man hieraus, dass die Differenzen s" — s', 
s" — s, s' — s nicht alle drei klein werden dürfen. Für s (nahe) = 
180°, 8' = 90°, s" = 0 wäre, wenn kein Stern zwischen Zenith und 
Pol durch den Meridian geht, S = 0, S'<90°, S" = 0, also der 
Nenner = — 2; 

sin 8' (cos S sin s" — cos S" sin s) = 0, 
sin s" (cos S' sin s — cos S sin s') = 0, 
also Jtp = 0 , so dass man also die Beobachtungen so anzuordnen 
hat, dass die erste nahe am Meridian beim Stundenwinkel 180°, die 
andern für den Stundenwinkel 90°, die letzte wieder nahe am Me- 
ridian für den Stundenwinkel 0° gemacht wird. Dabei kann der 
erste Stern auch nahe am Pole liegen , da doch noch S = 0 ist, 
wenn s = 180°. 
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8) Zu VIII. in §. 25. S, &' als genau vorausgesetzt, folgt aus 
den aufgestellten Gleichungen, ganz wie in Nro. 1 : ( 

sin a 4 . sin a ... sin a sin et* . 

4<f> — • / / x r-7-: v H ;— ^ r COS ipd%, 

* sm(a' — a) sm(a' — a) sin(a' — a) 

Die daraus zu ziehenden Folgerungen sind dieselben wie unter 
Nro. 1. 

9) Zu IX. in §.25. S und 6' als genau vorausgesetzt, erhält 
man wie Nro. 2 : 

sin s' cos S . sin s cos S' cos <p sin s sin s' . 

* sin(s' — s) sm(s'— -s) sin(s' — s) 
woraus abermals dieselben Folgerungen sich ergeben. 

10) Zu X in §. 25. Man hat, 6 als genau vorausgesetzt: 

sin (p cos J (s' + s) = cos y cos { (s' — s) tg J, 

also 

cos <p cos \ (s' -f- s) J<p — sin y sin { (s' + s) • I (<^s' -f- ^s) = — 
sin (p cos £ (s' — s) tg 6J<p — cos tp sin { (s' — s) tg d{(J&' — Js), 
<» J<p [cos y cos \ (s' + s) -|- sin y cos J (s' — s) tg 

= J ^/s' [sin y sin J (s' -f- s) — cos y sin \ (s' — s) tg 8 J 
-H i-^/s [sin y sin } (s' + s) + cos <p sin \ (s' — s) tg 

Aber 

,/ j . . t , , , x . coseptg<fcos$(s'— s) 

cos i (s'— s) tg 6 = tg tp cos i (s'+ s), sin (p = — CO g ^ ( s / J^, s) — " » 

also 

cos y cos J (s' + s) + sin tp cos } (s' — s) tg 6 = cos y cos } (s' -f" s) 

sin 2 y . cosjCs' + s) 

H -cosi(s' + s) = - — - — , 

cos <p cos g> 

sin y sin \ (s' -f- s) — cos <p sin $ (s' — s) tg S 

cosg>tg<Jcos4(s' — s)sini(s'-l-s) . t , . v „ 

= ' cosKs- + s) ~cos y sint(s'--s)tgJ 

= cos «> tg J C cos i (»' — s> sin i ( 8 '+ s) — cos j (s'+ s) sin \ (&'— s)] 
^ cos$(s' + s) 

cos 9 tg <J sin s 
cos^s'-j-s)' 

eben so: 

«4/i w* cosg>tg<Jsins' 
sin tp sin Ks' + s) + cos <p sin \ (s' — s) tg S = C08 ^g/_|_^ » 
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80 dass 

cosj(s'-|-s) ^ cosy tgflsins ^, . ^ cosy tg<?sins' ^ 

cosy ^ cos£(s'+ s ) *cos$(s'+s) * 

d. h. 

A . cos a eptg<J e . . . ... 

Die Fehler Js\ Js rühren von der Zeitbeobachtung her, beide 
werden gleichen Einfluss haben , wenn s = s' ; alsdann ist a 4 = <*, 
also da a* -f - « = 180°, a' — a — 90*, d. h. die Beobachtungen ge- 
schehen im sogenannten ersten Vertikalkreise. Alsdann ist 

COS S J(p = { COS 2 <f tg S tg S (Js' -(- Js) 

und die Beobachtungen werden <p am schärfsten geben, wenn s nahe 
an 0° liegt, was der Fall ist, wenn der Stern nahe am Zenith durch 
den ersten Vertikalkreis geht. 

Allerdings würde J<p schon klein, wenn nur s und s' nahe an 0 
sind ; da aber dann nahe s = s', so ist auch nahe a = <*', d. h. 
a = a* — 90°, so dass man wieder auf den ersten Vertikalkreis 
kommt. Man wird also diesen letztern wählen und dann Sterne 
beobachten , die ihn nahe am Zenith durchschreiten. — Diess ist 
denn auch die astronomische Vorschrift (vergl. Sawitsch a. a. 0. 
I. S. 352). 

Anmerkung. Wir haben im Vorstehenden jeweils nur auf den Fehler in der 
Breite Rücksicht genommen, da wir gerade die Bestimmung derselben als unsere 
Hauptaufgabe angesehen. In ganz ähnlicher Weise konnte man natürlich die 
Fehler in den Übrigen gesuchten Grössen beachten und Schlüsse auf die not- 
wendige Anordnung der Beobachtungen daraus ziehen , was wir jedoch dem Leser 
überlassen wollen. 
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Verbesserungen. 



Seite 14, Zeile 4 t. u., statt n lies in. 

„ 15, „ 12 „ V5-+- VSlies V5-f V5. 

„ 23, „ 9 u. ist zuzufügen : 
Sey a ein Winkel zwischen 0° and 180°, b zwischen 180« und 360°, so setze 
man b= 180° + b\ alsob'<180 0 , und hat a+b = 180«-|-a + b', wo a 
und b' kleiner als 180°. Demnach (§. 10) sin b = sin (180° -fb') = — sin V, 
cos b = cos (180° -f*b') = — cosb'; sinb' = — sinb,cosb'= — cosb; ferner 
sin (a + b) = sin (1 80° -f- a -f- b') = — s in (a -f - b') = — sin a cos b' — cos a sin b', 
indem diese Formel gilt, weun a und b' unter 180°. Also sin (a-{- b)=— sin a 
(— cos b) — cos a ( — sin b) = sin a cos b -f- cos a sin b. Eben so cos (a -}- b) = — 
cos (a 4~b') = — cos a cos b' -\- sin a sin b' = cos a cos b — sin a sin b. 

Seite 24, Zeile 6 r. u., statt Vi — sin* A, lies VT— sin'A. 
„ 37, „ 8„ „ „ Bogn" lies Bog n" 

r r 

„ 39, „ 13t.o., „ 60" lies 60. 

„ 49, „ 5 u. 6 r. u., soll das ( — ) der Z. 5 in Z. 6 zu stehen kommen. 

* 72, „ 15 t. o., statt 1090 lies 1090*. 
« 82, „ 
» 125, „ 

n 133, n 

n Hl, „ 

r, 142, „ 

n,158, „ 

n 172, „ 

n 175, „ 

* 177, „ 

1» 188, „ 

rt 188, „ 

* 191. n 

„ 191, „ 10 ist auch cos (m -f- x) sin (y — m) — si n (x -f - y) _ cos (y — m) 

sin m sin (m -f- x) sin (x -\- y sin m sin (x-f~y)* 

„ 191, „ 2r. o. ist auch cos(n-j-y)si" (*— sin(x-|-y) _ cos (x — n) 

sin n sin (n y) sin (x -f* y) »»an sin (x-f~y)' 

* 193, „ It. o., statt & — ß lies a—fl. 

„ 196, „ 5 „ „ soll das — des Nenners Tor den Bruch. 

„ 202, „ 19 „ „ statt vierten lies dritten. 

„ 206, „ 10 „ „ „ x lies x t . 

„ 217, „ 17t.u. „ A = B lies A = B; 

„ 221, „ 5 „ n „ y' lies y\ 

* 232, „ 19t.o. „ C = 90« auch c ^ 90° lies : C = 90°, auch c = 90». 

> > < < 

> > > > 
„ 12t. u. „ B=90°, c=90«lies:B = 90«, c = 90«. 



12 n n 


n 


41 lies 42. 


21 rt n 


r> 


a n lies o n . 


13 „ „ 


n 


d lies p. 


16 „ „ 


« 


1 — e'sin'* lies 1 — ie'sin**. 


4 rt n 


n 


cos o lies cos 2 a. 


7v. U. 


n 


2 S sin B lies 2 S sin F. 


2„ , 


n 


arc JC, lies arc AC. 


5 r rt 




dieses Kes diesen. 


4 n »» 




bcosB lies b cos A. 


8t. o. 




sina lies sin a. 


11 , rt 


rt 




2v. u. 


n 


arc An lies arc An sin y. 



Digitized by Google 



364 Verbesserungen 



Seite 237, Zeile 6 v. o. statt sos lies cos. 
„ 238, „ 14 „ w „ tgaliestga. 
„ 242, „ 10 v.o. „ 3) A< 90« lies 3) A>90°. 
„ 251, „ 8 t. u. „ so lies so oft. 
„ 256, „ 12 v.o. „ diese lies diesen. 

„ 283, n 10 M n wäre etwa noch beizufügen , dass die Bewegung der Sonne 
etwas verschieden ist von der des Himmelsgewölbes , so dass sie etwas mehr 
Zeit braucht, um ihren täglichen Umlauf zu vollenden, als letzteres, wie in §. 24, 
Nr. 1 und 5 angegeben wird. 
Seite 304, Zeile 2 v. o. statt (a) lies (a) betrifft. 

„ 306, „ 11 v.u. „ sin(£— ö) lies sin (t— h). 

„ 318, „ 13 „ „ „ 1850 lies 1830. 

„ 335, „ 4 nn „ (-l) 8 lics (f)' 

„ 336, „ 4 „ „ gehört der Punkt nach cos et weg. 
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